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OZET

KESIRLI INTEGRALLER ICIN CHEBYSHEYV ESITSIZLIKLERI
SEVDENUR DEMIRBAS
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 46 SAYFA

(TEZ DANISMANT: Prof. Dr. ERHAN SET)

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris niteliginde olup, bu
boliimde Chebyshev esitsizligi ve kesirli analiz hakkinda bazi 6n bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimiin ilk kisminda Chebyshev tipli bir esitsizlik, Holder’in integral
esitsizligi, Gamma ve Beta fonksiyonlar1 tanimlari yer almaktadir. Bazi kesirli
integraller ve bu Kesirli integraller yardimiyla elde edilen Chebyshev tipli
esitsizlikler de ikinci kisimda verilmistir.

Ucgiincii boliimiin ilk kisminda genisletilmis genellestirilmis kesirli integral
operatdrii icin yeni Chebyshev tipli esitsizlikler elde edilmistir. Ikinci kisminda ise
yeni uyumlu kesirli integral operatorii i¢in bazi Chebyshev tipli esitsizlikler elde
edilmistir.

Son boliimde bazi sonug ve dnerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Chebyshev esitsizligi, Kesirli integraller, Mittag-Leffler
fonksiyonu, Genisletilmis genellestirilmis Kesirli integral
operatori, Yeni uyumlu kesirli integral operatorii.



ABSTRACT

CHEBYSHEV INEQUALITIES FOR FRACTIONAL INTEGRALS
SEVDENUR DEMIRBAS
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 46 PAGES

(SUPERVISOR: Prof. Dr. ERHAN SET)

This thesis consist of four chapters. The first section is introductory and some
preliminary information is given about Chebyshev’s inequality and fractional
analysis in this section.

In the first part of the second section consist of a Chebyshev type inequality,
Holder’s inequality for integrals, the definitions of Gamma and Beta functions.
Some fractional integrals and Chebyshev type inequalities obtained with the help of
these fractional integrals are also given in the second part of this section.

In the first part of the third chapter, new Chebyshev type inequalities are
obtained for the extended generalized fractional integral operator. In the second part,
some Chebyshev type inequalities are obtained for the new conformable fractional
integral operator.

In the last chapter, some results and recommendations are given.

Keywords: Chebyshev inequality, Fractional integrals, Mittag-Leffler function,
extended generalized fractional integral operator, new conformable
fractional integral operator.



TESEKKUR

Tez ¢alismamin her asamasinda bana destek olan, ¢alismami yonlendirme ve
bilgilendirmeleriyle sekillendiren degerli danigman hocam Sayin Prof. Dr. Erhan
SET’e ve tez yazim asamasinda desteklerini esirgemeyen arkadaslarim Filiz
DEMIRCI, Baris CELIiK ve Emrullah Aykan ALAN’a tesekkiir ederim.

Ayrica, diinyaya geldigim gilinden itibaren her an yanmimda olan, tez
calismalarim siiresince desteklerini eksik etmeyen degerli babam Adem DEMIRBAS
ve degerli annem Goniil DEMIRBAS’a, maddi ve manevi destegini her zaman
hissettiren abim Yasin DEMIRBAS ve erkek kardesim Furkan DEMIRBAS’a sonsuz

tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

Sayfa
TEZ BILDIRIMI .......ooooiiiiiiiiiii s |
OZET ... oo I
ABSTRACT .. Il
TESEKKUR ......cocooiiviiiieiieeeeeee ettt sttt e st n st nes s et ans s s s sansnsesnees \Y;
ICINDEKILER ..ottt sttt ettt \Y/
SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI ......ccooooooiiiiiiiiiiiiecesecese, VI
Lo GERIS e ettt ettt et ettt s et et et et et et et et et et et et et et et et et et et etesesenas 1
2. LITERATUR TARAMASL... ...cooiiiiiiiiiieiiesiesis s 3
2.1 GeNel KAVIAMIAT ........ciiiiiiic e 3
2.2 Kesirli integraller Yardimiyla Chebyshev Tipli ESitSizIiKIEr ..........ccccovcveviieerercreiiercreseeenann, 4
2.2.1 Rieaman-Liouville Kesirli Integralleri Icin Chebyshev Tipli Esitsizlikler.......................... 5
2.2.2 Saigo Kesirli Integralleri Igin Chebyshev Tipli ESitSizIiKIer .........c.ccocvevvveevercreiieererceennnne, 7
2.2.3 Hadamard Kesirli Integral Operatérii Icin Chebyshev Tipli EsitsizliKler ............ccc..co....... 8
2.2.4 Erdélyi-Kober Kesitli integral Operatorii i¢in Chebyshev Tipli Esitsizlikler..................... 9
2.2.5 Hipergeometrik Kesirli Integral Operatérii Igin Chebyshev Tipli Esitsizlikler................. 11
2.2.6 Pathway Kesirli Integral Operatérii Icin Chebyshev Tipli EsitsizIliKIer ...............c..co........ 12
2.2.7 (k,s)-Rieaman-Liouville Kesirli Integral Operatérii icin Chebyshev Tipli Esitsizlikler..... 13
2.2.8 Genellestirilmis Kesirli integral Operatorii icin Chebyshev Tipli Esitsizlikler................. 14
2.2.9 Ustel Cekirdekli Kesirli integral Operatorii I¢in Chebyshev Tipli Esitsizlikler................ 15
2.2.10 Yeni Uyumlu k-Kesirli Integralleri Icin Chebyshev Tipli Esitsizlikler..............cccccvue..... 16
2.2.11 Genellestirilmis Katugampola Kesirli Integral Operatérii Igin Chebyshev Tipli
ESTESIZIIKIOT ...ttt 17
2.2.12 Genellestirilmis Uyumlu Kesirli integral Operatérii I¢in Chebyshev Tipli Esitsizlikler... 19
3. ARASTIRMA BULGULARI .........cooiiiiiiiii e 20
3.1  Chebyshev Tipli ESitSiZIIKIET .......cccccoiiiiiiiiiiiii 20
3.1.1 Genisletilmis Genellestirilmis Mittag-Leffler Kesirli Integral Operatérii i¢in Chebyshev
Tipli ESISIZIKIET ... 20
3.1.2 Yeni Uyumlu Kesirli Integral Operatérii Icin Chebyshev Tipli Esitsizlikler ..................... 34
4. TARTISMA VE SONUCQ ......ooiiiiiiiiiiiii ittt 40
5. KAYNAKLAR .ottt b bbbttt bbbt bt e s 41
(077,713 103, 1 15RO 46



SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

B Beta Fonksiyonu

Bn Genisletilmis Beta Fonksiyonu

r Gamma Fonksiyonu

(@)n Pochhammer Sembolii

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

C Kompleks Sayilar Kiimesi

R* Pozitif Reel Sayilar Kiimesi

Ro" Sifir Dahil Pozitif Reel Sayilar Kiimesi

Re(a) a Kompleks Sayisinin Reel Kismi

f' f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi

L[a,b] [a,b] Araliginda Integrallenebilen Fonksiyonlar Kiimesi

oF1(-) f Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu
@ a mertebeli Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Je, a mertebeli Sol Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Iy a mertebeli Sag Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Ig’f"l Saigo Kesirli Integrali

IZ’“ Erdélyi-Kober Kesirli Integrali

I‘tx’ﬁ’"’” Hipergeometrik Kesirli Integrali

yI” Hadamard Kesirli Integrali

Pl Pathway Kesirli Integral Operatéﬁ

ol |- (k,s)- Riemann-Liouville Kesirli Integrali
O Latie Genellestirilmis Kesirli Integral Operatbril

it Ustel Cekirdekli Sol Tarafli Kesirli Integral Operatorii
- Ustel Cekirdekli Sag Tarafli Kesirli Integral Operatorii

ﬁsz . Sol Tarafli Yeni Uyumlu k-Kesirli 1ptegral Operatorii

ﬁsg_ Sag Tarafli Yeni Uyumlu k-Kesirli Integral Operatorii

p I“f Sol Tarafli Genellestirilmis Katugampola Kesirli integrali

a’ nK
p IZ B Sag Tarafli Genellestirilmis Katugampola kesirli integrali
K ;

gl’l Genellestirilmis Uyumlu Kesirli Integral Operatori

ba Sol Tarafl1 Yeni Uyumlu Kesirli Integral Operatdrii

B3 Sag Tarafli Yeni Uyumlu Kesirli integral Operatorii

e(a,B,p, ) Prabhakar tarafindan tanimlanan kesirli integral operatorii

VK Srivastava ve Tomovski tarafindan tanimlanan kesirli integral
a’a,p operatorii

EZ’.Z’ZJ,(».H Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan kesirli integral operatorii
8,4, Rahman ve arkadaslar1 tarafindan tanmimlanan kesirli integral
atpo operatorii .

E:’f}?z Tc Genisletilmis Genellestirilmis Kesirli Integral Operatorii

Vi



1. GIRIS

Son yiizyilda matematigin en popiiler aragtirma konularindan bir tanesi esitsizlikler
teorisidir. Holder, Minkowski, Hermite-Hadamard, Cauchy-Schwarz gibi bir¢ok ¢nemli
esitsizlikle ilgili hem bircok aragtirmaci yeni sonuclar elde etmis hem de bu tiir egitsizlikler
matematigin ve diger bilimlerin farkli alanlarinda kullanilmigtir. Chebyshev esitsizligi de
esitsizlik teorisi igerisinde hem teoride hem de uygulamada onemli bir yer tutar. P.L.

Chebyshev tarafindan elde edilen bu esitsizlik agagidaki gibidir [10,26,28]:

f ve g: [a,b] — R integrallenebilir iki fonksiyon ve her ikisi de artan veya her ikisi de

azalan fonksiyonlar olsun. Ayrica, p : [a,b] — R{ integrallenebilir foknsiyon olmak iizere,

b b b b
/ p(e)dz / p(@)f(2)g(z)dx > / pla) f(z)de / p)g@)dz  (10.1)

esitsizligi gecerlidir.

Eger f ve g fonksiyonlarindan biri artan digeri azalan ise bu takdirde (1.0.1) esitsizligi
yon degistirir. (1.0.1) esitsizligi literatiirde Chebyshev esitsizligi olarak iyi bilinir ve bu

esitsizligin iki 6zel durumu,

/abf(:x)g(x)dx > ﬁ /abf(:v)da: /abg(x)dx

ve
1 1 1
| t@gae = [ fds [ gl
0 0 0
seklinde olup bu esitsizlikler de literatiirde Chebyshev esitsizligi olarak adlandirilir. Bu
esitsizliklerin her birinin discrete (ayrik) versiyonlar1 vardir. Ornegin a = (ay,..,ap) ve
b= (by,...,b,) iki azalmayan (veya artmayan) dizi ve p = (py, ..., pn) negatif olmayan bir

dizi ise, bu takdirde
Zpizpiaibi > sz‘ai Zpibi (1.0.2)
i—1 =1 i—1 i—1

esitsizligi gecerli olup esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart a veya b

dizilerinden en az birinin sabit olmasidir. p; = ps = ... = p, = 1 igin,

n 1 n n
ibi > — i bi

seklinde (1.0.2) esitsizliginin 6zel durumu elde edilir ki bu esitsizlik de literatiirde Cheby-

shev egitsizligi olarak adlandirilir.



Birgok aragtirmacinin dikkatini ¢ceken bu esitsizligin hem tarihsel siireci hem de genelles-
tirmeleri, genisletilmeleri ve yeni versiyonlar: ile ilgili onemli bir ¢aligma Mitrinovi¢ ve

Vasié¢ tarafindan yapilmigtir [26].

Son yillarda kesirli integral operatorleri, esitsizlik teorisinde oldukga sik kullanilmaya

baglamis ve yeni sonuclar veya genellestirmeler elde etmek i¢in bir yontem haline gelmistir.

Kesirli analiz, tam say1 olmayan mertebeden tiirev veya integral hesabi anlamina gelip
1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital tarafindan ortaya atilmigtir. Bu konu glintimiizde de
oldukea popiiler olup ozellikle esitsizlikler teorisinde 6nemli bir yer tutmaktadir. Ornegin
Hermite-Hadamard, Minkowski, Griiss gibi bir¢ok onemli esitsizligin kesirli versiyonlar:
Riemann-Liouville kesirli integral operatorleri kullanilarak elde edilmigtir. Ayrica li-
teratiirde Hadamard, Saigo, Uyumlu, Katugampola, Hipergeometrik v.b. farkh kesirli
integral operatorleri tanimlanmig olup bu operatorler yardimiyla da bircok esitsizligin

kesirli versiyonlar: elde edilmis ve elde edilmeye devam etmektedir.

Bu tezin amaci da ilk olarak literatiirde 2019 yili ve 6ncesinde yapilmig, farkl tiirden
kesirli integral operatorleri kullanilarak elde edilmig olan Chebyshev ve Chebyshev tipli
esitsizlikleri hem kronolojik hem de tiiriine gore bir arada sunmaktir. Ikinci olarak da son
yillarda Andric ve arkadaglar1 [4] tarafindan tanimlanan yeni bir kesirli integral opera-
toriint ve yeni uyumlu kesirli integral operatoriinii kullanarak Chebyshev ve Chebyshev

tipli egitsizliklerin yeni genellegtirmelerini ve varyasyonlarini elde etmektir.



2. LITERATUR TARAMASI

2.1 Genel Kavramlar

Bu boliimde, calismamizda kullanilacak olan tanmimlar, teoremler, bazi iyi bilinen

esitsizlikler ve temel ozellikler verilecektir.

Teorem 2.1.1 f, g [a,b] = R (a,b) lizerinde diferansiyellenebilir ve p, |a, b] — 0,00
[a,b] tizerinde integrallenebilir olsun. f' € Lo(a,b) ¢’ € Lg(a,b), @ > 1 ve £ + é 1

olmak tizere,

’/bp(x)dx bp(x)f(x)g(a:)dw — /abp(:b’)f(:v)dx /abp(a:)g(x)da:

(] [ frors
A([ Lo

< gl [ / 2 — ylp(a)p(y)drdy

esitsizligi gecerlidir. [16]

IN

dxdy)

1
dxdy)

(t)|odt

. 1 1
Teorem 2.1.2 ( Integraller i¢in Holder Esitsizligi): p > 1 ve — + — = 1 olsun. f
ve g, a,b] araliginda tanimh ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|? ve |g|?, [a,b]

araliginda tanimh ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

/ @)l < (/ b |f<x>|pdx)’1’ (/ b |g<x>|qu)3

esitsizligi gecerlidir [27].

Benzer sekilde iki kath integraller i¢cin Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir,

// o |dxdy<(/b/b |f(x)|pdxdy> (// gz |qd:vdy)

Tanim 2.1.1 (Senkronize Fonksiyon): f ve g fonksiyonlarn [a,b] kapali arahginda

strekli iki fonksiyon olsun. Her x,y € [a, b] igin

{(f(z) = fFW)(g(x) —g(y))} = 0 (2.1.1)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir. Ayrica (2.1.1)
esitsizliginden

f@)g(@) + f(y)g(y) = f(2)g(y) + f(y)g()
yazilabilir(Ornegin Bkz. [25]).



1720°1li yillarda Leonard Euler kesirli fonksiyonlarin genigletilmig bir hali olan gama fonksiy-

onunu su sekilde tanimlamistir.

Tanim 2.1.2 (Gama Fonksiyonu):

z € C olsun.
['(z) = / e ' tdt
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu veya Euler-Gama fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon Re(z) > 0 i¢in yakinsaktir. Gama fonksiyonunun en temel 6zelligi
['(z+1) =2I'(2)

esitligidir. Ayrica bu 6zellik yardimiyla I'(1) = 1 elde edilir. Buradan
re)y=1rIa)=2-1n'=1,
r3)y=2r2)=38-1)!=2,

ve n € N icin tiimevarim yontemiyle

I'(n+1)=nl(n) =n!
esitligine ulagihir [18].

Tanim 2.1.3 (Beta Fonksiyonu):

I' (), Euler-Gama fonksiyonu ve Zg pozitif olmayan tamsayilar kiimesi olsun. O halde

( /1 11 —t)Ptdt  (Re(a) > 0; Re(B) > 0)

B(a, §) =
[(a) T(5)

\F<Oé—|—ﬁ) (OG/BG(C\Z(;)

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir [49]. Ayrica B,(x, y), genisletilmis Beta fonksi-

yonudur.
1
B,(a, B) :/ el (1 — )P le"@madt (a,B,p > 0)
0

Burada Re(p) > 0’dur.

2.2 Kesirli integraller Yardimiyla Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Bu béliimde bazi kesirli integraller ve bu integraller yardimiyla elde edilen Chebyshev

tipli bazi egitsizlikler verilecektir.



Tanim 2.2.1 (Ly[a,b] uzayi): [a,b] araliginda tanmimh ve p > 1 i¢in

rmu:{LﬂﬂﬂM%;<w

normuna sahip tiim reel degerli Lebesque anlaminda 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi

L,la,b] ile gosterilir. Burada

1Flloo = esssup,epeylf(s)] < oo

olarak tamimlanir.

Ozel olarak Ly|a, b] uzay:

b
Hﬂh:/Wﬂmux<m

normuna sahip fonksiyonlar uzayidir. Tez boyunca L [a, b] uzay: L[a, b] ile gosterilecektir
[5]-
2.2.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri I¢in Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Tanim 2.2.2 (Riemann-Liouville Kesirli integrali) f(z) € L[a,b] olsun. Bu du-

rumda sirasiyla a.( a > 0) mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli

integralleri i
7o f(z) = ﬁ / (x - f(B)dt, 7> a (2.2.1)
Ji-f(x) = ﬁ/ (t—z)* ' f(t)dt, z<b (2.2.2)

seklinde tanimlanir [43].

Burada I'(a) Gamma fonksiyonudur ve o = 1 segilirse Riemann-Liouville kesirli inte-

grali klasik integrale doniigiir. Ayrica a = 0 igin JY, f(z) = J f(x) = f(x) dir.

2009 yilinda Belarbi ve Dahmani, Riemann-Liouville kesirli integrallerini kullanarak ayni

monotonluga sahip fonksiyonlar i¢in agagidaki Chebyshev tipli egitsizlikleri elde etmiglerdir.



Teorem 2.2.1 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her t > 0, a > 0
i¢in,
I'(a+1)

JY(fg)(t) > i

JUf()%g(t) (2.2.3)
esitsizligi gegerlidir [9].

Teorem 2.2.2 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun.Her ¢t > 0, a > 0,

B > 0 igin,
1o P

F(a—H)Jﬁ (f9)(t) + mf‘(fg)(t) > JoF()IPg(t) + TP F () J°g(2)

(2.2.4)
esitsizligi gegerlidir [9)].

Teorem 2.2.3 (f;)i=1..n [0, 00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. 3t > 0, a > 0

.....

r(TL6) 0 = o) " TLr 5o, (225)

esitsizligi gegerlidir [9)].

2011 yilinda Dahmani ve arkadaslari, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla

tirevleri L, uzaylarma ait fonksiyonlar icin agagidaki Chebyshev esitsizliklerini elde etmislerdir.

Teorem 2.2.4 p, [0,00) araliginda pozitif fonksiyon, f ve g, [0,00) araliginda iki dife-
ransiyellenebilir fonksiyon olsun. f’ € LT([O, oo)), g e Ls([O, oo)), r>1, %—i—% = 1 olmak
tizere her t > 0, a > 0 i¢in,
2|Jp(t J“pfg — Jopf(t)Jpy(t)]

f g am

Ul 0~ plp(plpdrdp (226
HfH ||9 |1t Ja

esitsizligi gecerlidir [13].

IN

IN

Teorem 2.2.5 p, [0,00) arahiginda pozitif fonksiyon, f ve g, [0,00) araliginda iki dife-
ransiyellenebilir fonksiyon olsun. f’ € L,([0,00)), ¢’ € L([0,00)), r > 1, 1 +1 =1 olmak

tizere her t > 0, a > 0, 8 > 0 igin,
|Jp(t)] pfa(t) + Jop(t)Jpfg(t) — Jpf (t) pg(t) — T pf () “py(t)|
WAL [ [ty o = ot (2.2.7
< IFMg st T p() TP p(t)

esitsizligi gecerlidir [13].



2.2.2 Saigo Kesirli integralleri igin Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Tamim 2.2.3 (Saigo Kesirli Integrali) a > 0 ve 3,7 € R olsun. Reel degerli o ve f(t)
siirekli fonksiyonu icin /5 21 Saigo kesirli integrali,

toh

aﬁ” — )R (a Cmrocl = D) f()dr 2.
0= [0 R b - D (229

seklinde tanimlanir [41](Ayrica bkz. [24, s.19], [39]).

Burada (2.2.8) ’in sag tarafindaki o F}(—) Gaussian hipergeometrik fonksiyonu,

o Fi(a,b;c;t) = i (a)n(b)nﬁ (2.2.9)

—~ () nl

seklinde tammlanir ve (a),, Pochhammer sembolii,
(@), =ala+1)...(a+n+1), (a)p=1

seklindedir.

2013 yilinda Purohit ve Raina, Saigo kesirli integralleri i¢in asagidaki Chebyshev tipli

esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 2.2.6 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her ¢ > 0, a@ >
max{0, -5}, <1, —1<n<0 igin,

ey > LDl

(1—=pg+mn)
esitsizligi gecerlidir [35].

L " F (O} ™ g (1)}

Teorem 2.2.7 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her ¢ > 0, a >

max{0,—p}, ~v>max{0,—0}, [,0<1, f—-1<n<0,d—1<(<0 igin,

I'(1-B+n) I
F<1_5)F<1+Oé+77)t5 Otég{f(> ()}
INOEE G B

N1_®n1+7+oﬁ0t{ﬂ)(ﬂ
> IO o)+ MG o),

esitsizligi gecerlidir [35].

Teorem 2.2.8 (f;)i=1
a>max{0,—5}, <1, —1<n<0 igin,

(T} [P e

n [0,00) arahiginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her ¢ > 0,

-----

esitsizligi gecerlidir [35].



2.2.3 Hadamard Kesirli integral Operatorii igin Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Tanim 2.2.4 (Hadamard Kesirli Integrali Operatorii) (a,b), 0 < a < b < oo aralig
R*’da smirh veya sinirsiz bir aralik olsun. o € C, Re(«) > 0 ve f € L[a, b] olmak tizere

her ¢t > 1 i¢in Hadamard kesirli integrali,

WIHI0} = s [ (e D) 1)

dr

T

seklinde tammlanir [23].

2013 yilinda Chincane ve Pachpatte, Hadamard kesirli integralleri icin asagidaki Cheby-

shev egitsizliklerini elde etmislerdir.

Teorem 2.2.9 f ve g, [0,00) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun. Her ¢t > 0, a > 0
icin,
[Na+1)

2T () )}) > Em—t) a T O a T {9(t)

esitsizligi gecerlidir [11].

Teorem 2.2.10 f ve g, [0,00) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun. Her ¢ > 0,
a >0, >0 igin,
(Int)? N (Int)*
TB+1) u I {(f9)(&)} + F(a—mHjﬁ{(fg)(t)}
> g U0 T Het)} +u T {9y T{f(1)}

esitsizligi gecerlidir [11].

Teorem 2.2.11 (fi)i=1..» [0,00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her ¢ > 0,

-----

a > 0, icin,
w7 (114)0 = [ag* @) [T w500
i=1 =1
esitsizligi gecerlidir [11].

2014 yilinda Ntouyas ve arkadaslari, Hadamard kesirli integralleri yardimiyla tiirevleri

L, ([1, oo)) uzaylarina ait fonksiyonlar i¢in agagidaki Chebyshev esitsizliklerini elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.12 p, porzitif, f ve g, [1,00) araliginda iki diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun. f' € L,([1,00)), ¢’ € Ly([1,00)), r > 1,  + 1 =1 olmak fizere her t > 1, & > 0



icin,
2|, T )} T () f(£)g(t)} —u T () F()} T {p(t)g(t)}]
- IfH ng // logi)a !(10g o 1p<><>|7_p|dfdp
< HNMMHQW@UW

esitsizligi gecerlidir [32].

Teorem 2.2.13 p, pozitif, f ve g, [1,00) arahginda iki diferansiyellenebilir fonksiyon
olsun. f' € L,([1,00)), ¢’ € Ly([1,00)), 7> 1, L +1 =1 olmak iizere her t > 1, & > 0 ve
B > 0 igin,
|H~7°‘{p(t)}Hu7ﬁ{p(t) (g} +u T {p(O)}u T {p(t) F(1)g(t)}
—uJ{p(t) Hjﬁ{p( )9t} —u THp(t) f(t)}a T {p(t)g(t)}
< Wil // (o) 1 ) PR

||f IITHg ||stHJa{p( )}Hjﬁ{p( )}

IA

esitsizligi gegerlidir [32].

2.2.4 Erdélyi-Kober Kesirli Integral Operatorii Igin Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Tanim 2.2.5 (Erdélyi-Kober Kesirli integral Operatorii) a > 0,8 >0ven € R
olsun. Reel degerli bir a ve f(t) siirekli fonksiyonu icin /3" Erdélyi Kober kesirli integrali,

—B(n+a)  rt
B0y = S | = e

= Btr(;;a /0 Tﬁ(nﬂ)fl(tﬂ_Tﬁ)aflf(T)dT

seklinde tammlanir [24].

2014 yilinda Purohit ve Kalla, Erdélyi-Kober kesirli integralleri icin agagidaki Chebyshev
tipli egitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 2.2.14 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her ¢ > 0,

a>0,>0veneR, n>—1igin,

15 f()g(®)} =

esitsizligi gecerlidir [34].

F'l4+a+n)

R GO (o)



Teorem 2.2.15 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her ¢ > 0,
a>0,>0v>0,0>0ven R, n>—-1, (> —1igin,

(1 +n) Coy 1+ <)
mfa {f)gt)} + TA+9+40)

> IO g0} + O ()

esitsizligi gecerlidir [34].

I3 f(t)g()}

Teorem 2.2.16 (f;)i—
a>0,>0veneR, n>—1igin,

esitsizligi gecerlidir [34].

n, |0, 00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her ¢ > 0,

-----

2016 yilinda Baleanu ve arkadaslari, Erdélyi-Kober kesirli integralleri yardimiyla tiirevleri

L, uzaylarma ait fonksiyonlar i¢in asagidaki Chebyshev esitsizliklerini elde etmislerdir.

Teorem 2.2.17 p, pozitif, fve g [0, 00) araliginda iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.
e LT([O,OO)), g € LS([O,OO)), r>1, %+% = 1 olmak tizere Vt > 0, a > 0, § > 0 ve
n € R, n>—1icin,

2|15 {p(t) 5 {p() f ()g(t)} — I3 {p() F(OHF" {p(t)g (1)}
pri—20trte) Hf/H 19"l / / B(n+1)—1 B(n+1) 1
x (7 — )‘“ l(tﬂ P p(r)p(p)|r — pldrdp

< NG {p(®)})

esitsizligi gecerlidir [8].

Teorem 2.2.18 p, pozitif, fve g [0, 00) araliginda iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.
fr € L.([0,00)), ¢ € Ls([0,00)), 7 > 1, L + 1 =1 olmak iizere Vt > 0, a, 3,7,6 > 0, ve
777C S Ra n > _17 C > -1 iQil’l,

|15 P o) f (D90} + I3 {p()HE* {p(t) F(B)a (1)}

—I7 {p() f(6)} 5 " {p()g(8)} — I3 {p(t) f(£) 15" {p(t)g (1)}

Bt =A@l =8| £||, ||| / t / LA (e
INCYING)

x (7 — 77)* 7t = p°) p(T)p(p)|T — pldrdp
< PG N {p () {p(t)},

esitsizligi gegerlidir [8].

IN
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2.2.5 Hipergeometrik Kesirli Integral Operatérii Icin Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Tanim 2.2.6 (Hipergeometrik Kesirli integral Operatori) a >0, p> —1, g,n €
R; I[P genellegtirilmig kesirli integrali (Gauss hipergeometrik fonksiyonu acismdan),

reel degerli « ve siirekli f(t) fonksiyonu i¢in,

—a—f-2u [t
B f (1)) = tFT/o it =) R (a+ B+ ezl = D) f(F)dr (22.10)

seklinde tanimlanir [12](Ayrica bkz. [24]). Burada, (2.2.10)’deki operator igin bir gekirdek

olarak goriinen o F} fonksiyonu (2.2.9)’da verilen Gauss Hipergeometrik fonksiyonudur.

2014 yilinda Baleanu ve arkadaslari, Hipergeometrik kesirli integralleri icin agagidaki

Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.19 f ve g [0,00) aralig1 {izerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her ¢ > 0,

a>max{0,—8,—u}, <1, p>—-1,—1<n<0 igin,

D(1— B+ p+ o+ n)tt
P14+ w1 —pB+n)

1P F (g (8)) > CIEB F() IEOg(1))

esitsizligi gecerlidir [7].

Teorem 2.2.20 f ve g, [0,00) araligi tizerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her ¢ > 0,
a > max{0,—3,—u}, v > mazx{0,-6,—v}, ,0 < 1, pv > =1, B —1 < n <0,
0 —1< (<0 igin,
PA+ I —5+n) 5
L9 f(t)g(t
D(1—B)C(1 4 p+ o+ n)thtn? 7090}

FrQ1+v)I'(1—=56+¢) c B
TA_ O +v iy rOpm R HOTIO)

> PO g0 + IO ()

esitsizligi gegerlidir [7].

Teorem 2.2.21 (f;)i=1._» [0,00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her ¢ > 0,

-----

a>max{0, -5, —u}, p>-1, <1, 5—1<n<0 igin,

I;Lﬁnw{ ﬁ fz(t)} > {F(l -1+ p+a+ 77)155+u} n—1 ﬁ Ita,ﬁ,mﬂfi(t)
i=1 i=1

L1+l —p8+mn)

esitsizligi gegerlidir [7].
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2014 yilinda Baleanu ve Purohit, Hipergeometrik kesirli integralleri yardimiyla tiirevleri

L, uzaylarina ait fonksiyonlar i¢in agagidaki Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 2.2.22 p, pozitif, f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. f’ €
LT([O,OO)), g € LS([O,OO)), r>1, %+% = 1 olmak tizere her t > 0, 8 < 1, u > —1,
a > max{0,—5,—u}, f—1<n <0 igin,

2| I p ()} (1) f (g (0} — LM () F (O} {p(D)g()}

22 ]l t
r s Bl ( — a—1 t— a—1
o e [ [ =)

p

-
XoFy(a+ B4 p, —n;a; 1 — ;)2F1(oz + B+, —no;l— ;)p(T)p(p)lT — pldrdp
< NG I p () )

IN

esitsizligi gecerlidir [6].

Teorem 2.2.23 p pozitif, f ve g [0,00) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun. f’ €
L,([0,00)), ¢’ € Ls([0,00)), 7 > 1, L + 1 =1 olmak {izere her t > 0,0 > maz{0, =5 — u},
f<lpu>-1,-1<n<0,vy>maz{0,—6—v},d<1l,v>-1,0—1< (<0 igin,

L O () f (g ()} + L7 {p(6)} " {p(t) £ (1) g (1)}

LB () (O} I pl0)g (1)} — 17O {ple) F() VP p(1)a (1))

e Al //t
e e i

F(OC)F(V) 0
p

]
XoFy (oo + B+ p, —m; a1 — ;)QFl (v+o+v,—Cyl— ;)p(T)p(p)lT — pldrdp
< AN Nt ) 7 {p(t) }

IN

esitsizligi gecerlidir [6].

2.2.6 Pathway Kesirli integral Operatori igin Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Tamim 2.2.7 (Pathway Kesirli Integral Operatérii) f € L(a,b), n € C, Re(n) > 0,

a > 0 ve a < 1 pathway parametresini alalim. Pathway kesirli integral operatorii,

GWﬁw:ﬂAM%wLﬁﬁiﬁrﬂww

T

seklinde tanimlanir [30].

2015 yilinda Daiya ve arkadaslari, Pathway kesirli integralleri i¢in agagidaki Chebyshev
tipli esitsizlikleri elde etmislerdir.

12



Teorem 2.2.24 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda

[a(1 = )T(2 + 175)
(1 + )

(P fg)(z) = (P f) (@) (P g) ()

esitsizligi gecerlidir [14].

Teorem 2.2.25 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her o > 0 ve

v,n € R ise,

(P5i" f9) () (Fg) (1) + (Pi) (1) (P f9) ()
< (R @) (Fg) (@) + (B f) (@) (B g) (x)

esitsizligi gecerlidir [14].

Teorem 2.2.26 f;, i =1,2,...,n, [0,00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. 3t >
0, >0 veneR igin,

n

(P(?“Hfz) > (e TP 1) @)

=1

esitsizligi gecerlidir [14].

2.2.7 (k,s)-Riemann-Liouville Kesirli integral Operatorii igin Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Tamim 2.2.8 ((k, s)-Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatérii) f, [a, b] arahgimda
stirekli bir fonksiyon olsun. (k,s)-Riemann-Liouville kesirli integrali o > 0, & > 0 ve

s € R\{1} igin,

LI () = %/( Bl (dt, x € o),

seklinde tammlanir [44]. Burada Ty, k-gama fonksiyonudur ve

k™ (nk)& !
I'y(a) = lim m, (k> 0)

k—o0 (J})n’k

seklinde tammmlanir [15]. k-gama fonksiyonunun agagidaki 6zellikleri vardir:

L. Tx(z + k) = 2Tk (2).

Ty (z+nk
2. (@) = TR,

(
4. Ty(x), z € R i¢in logaritmik konvekstir.

13



o0 tk
5. a € Ricin I'y(x) = a* / t" e wedt dir.
0

6. —11) = gk~ ke H <<1 + %)) e~ »&’dir. Burada vy = limy, o0 (14 ... + % —log(n)’dir.
n

2016 yilinda Sarikaya ve arkadaglari, (k,s) Riemann Liouville kesirli integralleri i¢in

agagidaki Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.27 f ve g, [0,00) araliginda senkronize iki fonksiyon olsun. ¢t > a > 0,

a >0, >0, (k,s)-Riemann-Liouville kesirli integralleri igin,

1

LU0 = S TR0,
L)L) + L) (O 12 (1) 2 TR (0) + LI (a) (R IEF ()

esitsizlikleri gegerlidir [44].

2.2.8 Genellestirilmis Kesirli integral Operatorii igin Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Tamim 2.2.9 (Genellestirilmis Kesirli Integral Operatérii) o(k)(k € Ny = NU{0})

pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olmak fizere,

o () ooy _N~_ 0k) .
p’)\(fﬁ)—pr\ (x)—kz:%ml' s (p,)\>0, I'GR)

seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir simfi Raina [40] tarafindan tanimlanmigtir. Bu
fonksiyon yardimiyla, [40]’de Raina ve [1]’de Agarwal ve arkadaglari, A\,p > 0, w € R ve

o(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

T2y wrspl) = / (x— M F (e — e, T>a

b
Torrab@) = [ (=P 7wl — 2ottt @ <b

sol ve sag tarafli kesirli integral operatorlerini tanimlamislardir.

2017 yihinda Usta ve arkadaglari, genellegtirilmis kesirli integral operatorii igin asagidaki

Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmisglerdir.
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Teorem 2.2.28 f ve g, [0,00) araligi {izerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her

t,p, A >0 vew € R i¢in,

00 (DT 5000 (F9) () = Tx o+ (O T7 3 0+,09(1),

esitsizligi gecerlidir [51].

Burada o(k)(k € Ng = NU {0}) katsayilar1, pozitif reel sayilarin siirh bir dizisidir.

Teorem 2.2.29 f ve g, [0, 00) aralig1 iizerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her ¢ > 0

vepy, p2, )\17 Ay >0 ve w1, Ws € R igil’l,
jp"ll’)\l’0+;w1 <1)(t)‘7p011,/\170+;w1 (fg)( ) + ‘7 p2,22,07T; w2(1>(t)jp22,)\2,0+;wQ (fg) (t)
= PCT117>\1,0+;w1f(t) PCZA270+;w2g(t) + p0227>\2,0+;w2f(t) p011,>\1,0+;wlg(t>’
esitsizligi gecerlidir [51].
Burada o4(k),02(k)(k € Ny = N U {0}) katsayilari, pozitif reel sayilarin simirh bir
dizisidir.

Teorem 2.2.30 (fi)i=12..n, |0,00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her ¢, p, A >

0 ve w € R igin,

o) Torore(115) 0 2 T] (Fa0r0)
i=1

=1

esitsizligi gecerlidir [51].

Burada o(k)(k € Ng = NU {0}) katsayilar1, pozitif reel sayilarin simirh bir dizisidir.

2.2.9 Ustel Cekirdekli Kesirli integral Operatorii igin Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Tanim 2.2.10 (Ustel Cekirdekli Kesirli Integral Operatérii) f € L{a, b] olsun. 72,

ve I kesirli integralleri, a € (0,1) olmak iizere;

;un@wzélln{—lgau—w}ﬂmm v>a

ve

%ﬂn@%=§élm{—l;a@—m}ﬂww v <t

seklinde tanimlanir [2].
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2017 yilinda Usta ve arkadaslari, tistel gekirdekli kesirli integral operatorii i¢in agsagidaki
Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 2.2.31 f ve g, [0,00) arahginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her z > 0 ve
a € (0,1) igin,
or (D (2)Z5: (f9)(x) = Lo f (2) g g(x)

esitsizligi gecerlidir [52].

Teorem 2.2.32 f ve g, [0,00) arahiginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her z > 0 ve

a, € (0,1) igin,
Ty (D)(@)Z5: (f9)(x) + I5: (D) ()Z}, (f9) (x)
> Ig f(@)T3 g(x) + I, f(2) T g (x)
esitsizligi gecerlidir [52].

Teorem 2.2.33 f;, i =1,2,...,n, [0,00) arahginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her

x> 0veae(0,1) igin,
@ 0@)" 75 (T4 @ = [T @ A0)

esitsizligi gecerlidir [52].

2.2.10 Yeni Uyumlu k-Kesirli Integral Operatérii I¢in Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Tanim 2.2.11 (Yeni Uyumlu k-Kesirli Integral Operatérii) f, [a,b] sonlu arahg
tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Genellestirilmis sol ve sag yeni uyumlu k-kesirli

integralleri 5 > 0, Re(f) > 0, k > 0 ve a € R\{0} i¢in,

a1 = g [ '(x—a)“—ﬁ—a)‘”‘]il( o

k‘ja+ krk(ﬁ) o T — a)lfa
T Y (o e s S L 1)
i =g [ [ a

seklinde tammlanir [36]. Burada Ty, k-gama fonksiyonudur.

2018 yilinda Qi ve arkadaslari, yeni uyumlu k-kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki

Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmislerdir.
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Teorem 2.2.34 f ve g, [0, 00) lizerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.

a, B > 0 igin,

=@

LB B)ot (530 1)) (A320) ()

€Tk

(“Iefo)(x) >

esitsizligi gecerlidir [37].

Teorem 2.2.35 f ve g, [0, 00) lizerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.

a, 3,7 > 0 igin,

ar as
— LE B X & TAQ
Tl 1 kot ) e LI O)

> ("RNE@CID @I (@) (PIng) (z

~—

esitsizligi gecerlidir [37].

Teorem 2.2.36 1 < ¢ < n igin f; [a,b] araliginda pozitif ve artan fonksiyonlar olsun.

a, B >0 igin

(eI = [P0 T oty

€Tk

esitsizligi gecerlidir [37].

2.2.11 Genellestirilmis Katugampola Kesirli integral Operatorii igin
Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Tanim 2.2.12 (a,b) araligindaki ||| x» < oo sartini saglayan kompleks degerli Lebesque

olgiilebilir ¢ doéniigtimlerinin uzayr X?(a,b) (c € R 1 < p < 00) olsun. Burada

b de 1/p
lellxe = ([ lewoP®) 1 <p<oc)

ve

lellxz = esssup,e(up[zle(2)]].

seklinde tanimhidir.

c=1/p (1 <p< o0)igin X? uzay:

1F1lp = </ab|f(t)\pdt)l/p <oo (1<p<oo)

[flloo = esssup,<;<p| f(1)]

normlar ile klasik L, (a, b) uzayma doéniisiir [20].
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Tanim 2.2.13 (Genellestirilmis Katugampola Kesirli Integral Operatorii)

0<a<z<b<oo € XP(a,b), € R ve 8, p,n, k € R olsun. Genellestirilmis

sol ve sag Katugampola kesirli integralleri,

l—ﬁxn T Tp(n—l—l)—l
prep ) =P / d
( a—i—,n,ﬁgp (l’) F(Oé) . ( )1_a(10(T) T

xrP — TP

ve

1-58.,.pm b K+p—1
< b—,n,ngp) (x) F(O() . ( )1_a90(7) dr

xrP — TP
seklindedir [21,48].

2019 yilinda Set ve arkadaslari, genellegtirilmis Katugampola kesirli integral operatorleri
icin agagidaki Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.37 B,k € R, z,a,p € RT ve n € R olsun. Ayrica, f ve g, [0, 00) arahginda

iki integrallenebilir senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde,
("I o) (x) > (Il (@) (P15 g) ()
esitsizligi gecerlidir [45].

Teorem 2.2.38 3,5 € R, x,a,p,0 € RT ve n € RJ olsun. Ayrica, f ve g [0,00)

araliginda iki integrallenebilir senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde,

AL (o) (I fg) (@) + AL, m) ("I fg) ()
> (L @) CI ) @) + (I ) (@) (1 g) («)

esitsizligi gecerlidir [45].
Teorem 2.2.39 3,k € R, x,a,p € RT ve n € Ry olsun. Ayrica
fi:Rf =R, (j=1,...,n;n€N)

artan fonksiyon olsun. O zaman,

(ﬁfafﬂfj)mz = [ese  mew.

esitsizligi gecerlidir [45].
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2.2.12 Genellestirilmis Uyumlu Kesirli Integral Operatédrii Igin Chebyshev
Tipli Esitsizlikler

Tanim 2.2.14 (Genellestirilmis Uyumlu Kesirli Integral Operatorii) Genellegtrilimis
uyumlu kesirli integrali, A € C, Re(A) >0, £ € (0,1], n € R ve £ + 71 # 0 igin,

1 0 g5t — 7S\ @(7)
172D (0) = —— / dr.
L720) =17 o< e ) e

seklinde tanimlanir [22,31].

2019 yilinda Nisar ve arkadaslari, genellestirilmis uyumlu kesirli integralleri i¢in agsagidaki

Chebyshev tipli esitsizlikleri elde etmiglerir.

Teorem 2.2.40 ¢ ve ¥ [0, c0) tizerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.
A€ C, Re(N\) >0,£€(0,1],n € Rve {+n#0 igin,

T+ 1)(€ +n)

A
(QI oW)(0) = GE+mA

({2°2)(0)({2*V)(9),
esitsizligi gecerlidir [31].

Teorem 2.2.41 & ve ¥ [0, co) lizerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.
AT € C, Re(N), Re(t) >0, € (0,1],n € R ve £ + 1 # 0 igin,
gE+mr PE+mA

T DE T G DET
> ((T)(0)((Z79)(0) + ((Z7) () ((T*V)(9),

W) (6) + - ITOV)(6)

esitsizligi gecerlidir [31].

Teorem 2.2.42 (®;);—12.., [0,00) tizerinde pozitif artan fonksiyonlar olsun. 6 > 0,

£€(0,1], n e R, X € C igin,
gIA(H@j) (0) > () T (7*%,)(0)

esitsizligi gecerlidir [31].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Chebyshev Tipli Esitsizlikler

3.1.1 Genisgletilmis Genellestirilmis Kesirli integral Operatorii igin
Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde genigletilmig genellestirilmig kesirli integral operatorti ile ilgili baz1 tanimlar

ve teoremler verilecektir.

Tanim 3.1.1 E,(z), ile ifade edilen temel Mittag-Leffler fonksiyonu Re(a) > 0 i¢in
Mittag-Leffler tarafindan,

;F 1+ ak)

seklinde tanimlanir [29].

Tanim 3.1.2 «,5,p,A € C, Re(a) > 0, Re(B) > 0 ve f € Lla,b] olsun. €(a, 5,p,\)

kesirli integral operatorii Prabhakar tarafindan,

e(a, B, p, \) f(x) = /x(:v - t)ﬂ’lEZﬁ)\(x —)f(t)dt, a<z<b (3.1.1)

seklinde tanimlanir [33]. Burada

B, = ; % (3.1.2)

ve I', gama fonksiyonudur.

Tanim 3.1.3 2 B v,w,k € C, Re(a) > max{0, Re(k) — 1}; min{Re(B), Re(x)} > 0 ve
f € L[a,b] olsun. € + go kesirli integral operatorii Srivastava ve Tomowski tarafindan,
@)@ = [ (@t ESee - 00t (>0 (313

seklinde tanmimlamir [50]. Burada E7);(z) fonksiyonu,

Ev'{ 3.14
;F om+ﬁ n‘ ( )

seklindedir [50].

Ozel olarak k = ¢ (¢ € (0,1) UN) ve min{Re(5), Re()} > 0 almrsa, Shukla ve
Prajapati tarafindan tanimlanan,

TL

Z F (an + B) n! (3:1.5)

n=0
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fonksiyonu elde edilir [47]. Burada (),

~ I(y+qn)
(Vgn = O

seklinde tanimlanan genellestirilmis Pochhammer semboliinii gosterir ve I', gama fonksi-

yonudur.

Tanim 3.1.4 «, 3,7, € C, min{Re(«a), Re(B), Re(y), Re(d)} > 0, p,g > 0, ¢ <

Re(a) +p, f € Lla,b] ve z € |a,b] olsun. EZJ%quﬁ kesirli integral operatorii Salim ve

Faraj tarafindan,

(o D) = [ (o= 0P B wla — 1)) (3.1.6)

seklinde tammlanir [42]. Burada
18 L) Yan 2" 3.1.7
aﬁ,p(z) Z:; F(om + ﬂ) (5>pn ( )

seklinde olup ()4, genellestirilmis Pochhammer semboliinii gésterir ve I', gama fonksiyo-

nudur.

Tanim 3.1.5 p > 0, ¢ > 0, w,§,\,0,¢,p € C, Re(c) > 0, Re(p) > 0, Re(o) > 0,
Re(0) > 0, f € Lla,b] ve z € [a,b] olsun. (e:f’g’g f) kesirli integral operatorii Rahman ve

arkadaglar1 tarafindan,
(e‘;’fgif)(x) = / (x — T)"_lEz:g’c(w(x —71)p)f(T)dr (3.1.8)

seklinde tanmlamr [38]. Burada E%%¢(z;p) fonksiyonu,

[e.9]

B,(0 +ng,c—0) (C)ng 2"
6,q,¢( . — P ) q <
o (z:p) Z B(6,c—9) T(pn+o)n!

n=0

(3.1.9)

seklindedir. Burada B beta fonksiyonu, B, genisletilmis beta fonksiyonu, (¢),, genellegtirilmis

Pochhammer sembolii ve I' gama fonksiyonudur.

Mittag-Leffler fonksiyonunun daha genigletilmis ve genellegtirilmis versiyonu literatiirde

agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Tanim 3.1.6 p,o0,7,0,c € C, Re(p), Re(o), Re(t) > 0, Re(c), Re(d),>0ile p >0, g >0
ve 0 < 7 < q+ Re(p) olsun. E%%7¢(z;p) genisletilmis genellestirilmis Mittag-Leffer

p707T

fonksiyonu,
(0.)

By(0 +nr,c—=0) (w2
6,q,7,C( . — p ’
EST (z;p) HZ:O B(b,c—0) T(pn+0)(T)ng

seklinde tanimlanir [4]. Burada B beta fonksiyonu, B, genisletilmis beta fonksiyonu, (c),

n

(3.1.10)

genellestirilmis Pochhammer sembolii, ve I' gama fonksiyonudur.
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Sonug 3.1.1 (3.1.10)’da verilen Mittag-Leffler fonksiyonu agagidaki fonksiyonlarm bir

genellemesidir, yani

(i) p = 0 alinirsa, (3.1.10) Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan (3.1.7) fonksiyonuna

indirgenir.

(ii) 7 = ¢ = 1 alinwrsa, (3.1.10) Rahman ve arkadaglar tarafindan tanimlanan (3.1.9)

fonksiyonuna indirgenir.

(iii) p = 0 ve 7 = ¢ = 1 alinwrsa, (3.1.10) Shukla ve Prajapati tarafindan tanmimlanan

(3.1.5) fonksiyonuna indirgenir(Ayrica bkz. [50]).

(iv) p=0ve T = ¢ =r = 1 almursa, (3.1.10) Prabhakar tarafindan tanimlanan (3.1.2)

fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 3.1.1 (3.1.10)’deki seri 7 < ¢ + Re(p) olmasi koguluyla z'nin tiim degerleri

R (p)Relp) . .
< q99R(p) icin E&q,r,c(z;p)

r" P,0,T

icin mutlak yakinsaktir. Ayrica, r = g + Re(p) ise, |z|
yakinsaktir [4].

wv&‘]ﬂ“,c f

Genisletilmis genellestirilmig Mittag-Leffler fonksiyonu yardimiyla elde edilen €} s

kesirli integral operatorii agagidaki gibi tanmimlanmaigtir.

Tanim 3.1.7 w,p,0,7,0,¢ € C, Re(p), Re(o), Re(t) > 0, Re(c) Re(d) > 0ile p > 0,

w,8,4,7,¢
a+ 7p7G7T

r>0ve0 < q<r+Relp), f € Lla,b] ve x € [a,b] olsun. ¢ f genigletilmig

genellegtirilmis kesirli integral operatorii,
(st f) (wip) = / (x — )7 BT (w(w — )5 p) (1)t (3.1.11)
seklinde tanmmlanir [4].

Sonug 3.1.2 (3.1.11)’de verilen kesirli integral operatorii agagidaki kesirli integral opera-

torlerinin bir genellemesidir, yani

(i) p = 0 almirsa, (3.1.11) Salim ve Faraj tarafindan tammlanan (3.1.6) kesirli integral

operatoriine indirgenir.

(ii) 7 = r = 1 alimirsa, (3.1.11) Rahman ve arkadaglar tarafindan tanimlanan (3.1.8)

kesirli integral operatoriine indirgenir.
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(i) p = 0 ve 7 = r = 1 ahmrsa, (3.1.11) Srivastava ve Tomovski tarafindan

tanimlanan (3.1.3) kesirli integral operatoriine indirgenir.

(iv) p=0veT =1 =¢=1almrsa, (3.1.11) Prabhakar tarafindan tanimlanan (3.1.1)

kesirli integral operatoriine indirgenir.

(v) p = w = 0 alimrsa, I7, sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integraline indirgenir.

Bu operator ile ilgili su ozelligi verebiliriz:

Teorem 3.1.2 w,p,0,7,0,¢c € C, Re(p), Re(o), Re(t) > 0, Re(c) > Re(d) >0, p >0,
0 <gq<r+Re(p)ile f € Lla,b], x € [a,b] olsun. € fp kesirli integral operatori L|a, b|

tizerinde sinirh ve

ezt flh < ClIf I
esitsizligi gecerlidir [4].
Burada C' (0 < C' < 00) sabiti agagida verildigi gibidir.

(b a)fele | Bp(6 + ng,c — b)| |(¢)ngl |w(b — a)f@)|
¢= Z |B(d,c—9)|  (Re(p)n+ Re(0))|T(pn + o) |(7)nr| '

Bu boliimde yukarida verilen tanim ve teoremlerden hareketle, genisletilmis genellestirilmis
kesirli integral operatoriinii kullanarak Chebyshev ve Chebyhsev tipli esitsizliklerin yeni

genellegtirmeleri elde edilmistir.

Teorem 3.1.3 f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun. Her z > 0, a > 0

i¢in,
UJ(S ,Ty 767 5Ty 767 5Ty
(€0 mpof D(@0) = — 5 (i mse )@ D) (€5 0 559) (5 p) (3.1.12)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. f ve g senkronize fonksiyon oldugundan, 7 > 0, p > 0 igin,

(f(r) = f(p)(9(r) —g(p)) =0 (3.1.13)

yazilir. Buradan

f(m)g(r) + f(p)g(p) > f(T)g(p) + f(p)g(T) (3.1.14)
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esitsizligi gecerlidir. Simdi, (3.1.14)’in her iki tarafi 7 € (0, z) olmak tizere,

(¢ =)V EN (e = )% p)
ile carpilirsa,
(0 =)V E (e~ )% p) F()o(r)
(o =)V BN (w(as - T)“;p)f(p)g(p)
> (o= ) VBN (w(e - 7)) f(T)lp)

(o —7) OB (w(x —7)%p) £(P)g(7) (3.1.15)
esitsizligi elde edilir. Daha sonra (3.1.15) esitsizliginde (0, z) lizerinde integral alinirsa,
| =0V B wte - r)%5p) f(r)g(r)ar
0
+ [ o= VB (wla - 1) Hooto)ar
> [ =B (e — 1) F(D)glo)dr
0
+ [ (wle - 7)) fo)g(r)dr
0
esitsizligi elde edilir. Sonug olarak,

(G s+ [ (o= )V (wle = 7)) Folalo)ir

w,d,q,r,C w,0,q,T,C .
> g(p)egiaso ) (@) + f(p)(egr e s, a)(x;p)
esitsizligi yazilir. Boylece

(205 ) p) + £ ) (G055 (1) 2 a(0) (G075 F) @ p) + T ()67 0) (w5 )

(3.1.16)
olur. (3.1.16)mn her iki tarafi p € (0,2) olmak tizere,
(z =) Wi%if( (z - p)a;p),
ile carpilirsa,
(205 fo)@ip) @ = p) VB (wlw = p)ip) (3.1.17)

FFP)PEL2T )W) (@ = p) O VEY (w(z — )i p)
> g(p) (el Pwp) @ = )P VBN (w(@ - p):p)

w,0,q,7,C _ 4,q,T,C a.
+f () (et 9) (s p) (@ — p) PV ESET (w(fv - ) ,p>
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esitsizligi elde edilir. Simdi, (3.1.17) esitsizliginde (0, z) tizerinde integral alinirsa,
w,d,q,r,C T — 30,q,7,C «
(52075 £9) (wsp) fi (@ = p) PV B (w(w = p)*p) dp
w,d,q,r,C T — 8,q,r,C a
)W) (@ = ) VB (wlw = p)%ip) Fp)glo)dp
w,0,q,T,C . T — 4,q,T,C a.
> (0 D) i (@ = p) VBN (wle = p)5p) glp)dp
w,0,q,7r,C — 4,q,7,C «.
(0 9) (wsp) [y (2 = 0) VR (wlw = p)p) £ (p)dp
elde edilir. Boylece
w,d,q,T,C X w,8,q,T,C w,d,q,r,C w,8,q,r,C .
(€0t amod D) (@ D) (€70 50 ) (1) + (e as0) (W (€5 a5 f9) (5 p)
w,d,q,T,C . w,d,q,r,C . w,d,q,r,C . w,d,q,T,C .
> (€0t mpol )@ D)€ 0 509) (@ D) + (66205 9) (@ p) (€t 050 ) (@3 D)
bulunur. Sonug olarak,

1
767 R . 757 b . 767 b .
(Gradal @) 2 Torare o (GRade N @ PG50 @)
O+7a7ﬁ7g

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.3 (3.1.12)’de p = w = 0 alinwrsa, (2.2.3)’deki Riemann-Liouville kesirli integ-

rali igin Chebyshev esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.1.4 (3.1.12) ’deki farklh parametre segenekleri igin, agagidaki gibi kesirli integral

esitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 almursa, [42]’de Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan kesirli integral opera-

torii i¢cin Chebyshev esitsizligi,

(ii) ¢ = r = 1 alinirsa, [38)’de Rahman ve arkadaglar tarafindan tammlanan kesirli

integral operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi,

(iii) p = 0 ve 0 = r = 1 alirsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafindan tanimlanan

kesirli integral operatorii icin Chebyshev esitsizligi,

(iv) p=0ve o0 =r = ¢ = 1 alinirsa, [33]’de Prabhakar tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii igin Chebyshev esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.1.4 «, 5,0, A > 0, f ve g, [0,00) araliginda iki senkronize fonksiyon olsun.
Ve >0,a>0,8 >0 igin,
w,0,q,T,C X w,d,q,r,C w,0,q,T,C w,0,q,T,C .
(€0+a s D) (@ D) (€100 ) (1) + (530 5 ) (1) (€6t N oo f9) (5 p)
w,d,q,T,C . w,d,q,T,C . w,d,q,r,C w,d,q,r,C .
> (€5t mp ol )@ P) (€N pe9) (@i D) + (6N o ) (@) (€gi a 509) (@3 D)

(3.1.18)
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esitsizligi gecerlidir.

ispat. Teorem 3.1.3 ’de oldugu gibi, benzer argiimanlar kullanarak,

(525 £9) s p) @ — ) VB (wlw = p)ip) (3.1.19)
(e ) (1) (x — p) TV EREe (w(ﬂﬁ - p)A;p) F(p)a(p)
> (o= )"V E (wlw — 0 p) 9o €05 ) i)

_ 8,q,7,¢C w,0,q,7r,¢C
o = p) VB (o — p)5p) F() (€527, 0) (w5 )

esitsizligi elde edilir. (3.1.19) egitsizliginde (0, x) iizerinde integral alinirsa,

(g% f)(;p) fy (x — p) "D ELG (w(l‘ - p)A;p> dp
w5 T 8,q,7,C .
Heoh o) (1) Jo (@ = p) D EGS (w(w - p)*,p)f(p)g(p)dp

> (g0 (i) fom(fﬁ —p)- ”Ef‘éllc(cu(fﬂ —~ p)¥p>g(p)dp

(g 9)(w;p) fy (v — p) OV EETE (w(ﬁc — p)A;p) fp)dp
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 3.1.5 (3.1.18)’de p = w = 0 alinirsa (2.2.4) esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.1.6 Eger f ve g fonksiyonlar1 [0,00) araliginda senkronize degilse, (diger bir
deyisle, (f(z) — f(y))(g(z) —g(y)) <0, Jz,y € [0,00)), (3.1.12) ve (3.1.18) esitsizlikleri

ters gevrilir.
Sonug 3.1.7 Teorem 3.1.4’de = 6, a = X\ alinirsa, Teorem 3.1.3 elde edilir.

Sonug 3.1.8 (3.1.18) ’deki farklh parametre segenekleri igin, agagidaki gibi kesirli integral

esitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 almursa, [42]’de Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan kesirli integral opera-

torii icin Chebyshev esitsizligi,

(ii) 0 = r = 1 alnirsa, [38]’de Rahman ve arkadaglar1 tarafindan kesirli integral

operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi,

(iii) p = 0 ve 0 = r = 1 alimursa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafindan tanimlanan

kesirli integral operatorii icin Chebyshev esitsizligi,
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(iv) p=0ve 0 =r = ¢ = 1 alinwrsa, [33]’de Prabhakar tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.5 (f;)i=1,.., [0,00) arahiginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her x > 0,

a >0, 8> 0 icin,
LU )5 w,0,q,T,C 1-n w, ,r,C
éq,ﬁa(Hfz) zp) = (225 W) T [J(@Pess f ) (3.1.20)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Bu teorem tiimevarim yontemi ile ispatlanir. Actkcan =1 ve her >0, a >0
i¢in,
’67 sy . ,6, ,T, .
(€0t apo) ()5 D) = (6520755 ) (1) (5 p)

oldugu goriiliir. n = 2 (3.1.12)’de uygulanirsa, her z > 0, « > 0 i¢in,

(e as ) (o) (wsp) 2 (e m ) ()~ (e ms) () (@i p) (e, ) (f2) (s p)

elde edilir. Simdi, n =n — 1 ig¢in,

n—1
w5 e w,0,q,7,C 2—n W,8,g,m¢
Feusie) (Hf’) v p) ((eas) )" [T e S p) (3.1.21)
i=1
oldugu kabul edilsin (tiimevarim hipotezi). (fi)i=1,2,.....» pozitif artan fonksiyonlar oldugundan,
n—1
(H fi)(x; p) artan fonksiyondur. Dolayistyla H fi = g, fn = [ fonksiyonlarina Teorem
itk i=1
3.1.3 uygulanirsa,

) (TR i) = (b oo
>t (T e g
elde edilir. (3.1.21) hipotezi dikkate alimirsa,
(e ) (Hﬁ) rip) 2 (205 )(0)) 7 (5 ) (1))
x (H< ) ) () )

i=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.9 (3.1.20)’de p = w = 0 alimirsa (2.2.5) esitsizligi elde edilir.
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Sonug 3.1.10 (3.1.20) 'deki farklh parametre segenekleri i¢in, asagidaki gibi kesirli integ-

ral egitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 alimirsa, [42]’de Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan kesirli integral opera-

tori icin Chebyshev esitsizligi,

(ii) ¢ = r = 1 alinrsa, [38]’de Rahman ve arkadaslar tarafindan kesirli integral

operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi,

(iii) p = 0 ve 0 = r = 1 alirsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafindan tanimlanan

kesirli integral operatorii icin Chebyshev esitsizligi,

(iv) p=0ve 0 =r = g = 1 alinwrsa, [33]’de Prabhakar tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.6 t, [0,00) araliginda pozitif, f ve g, [0,00) arahginda iki dife- ransiyel-
lenebilir fonksiyon olsun. [’ € LT([O, oo)), g € LS([O, oo)), r>1, % - % = 1 olmak tizere
her z > 0, a > 0, 8 > 0 igin,

2| (e e ) (w3 D) (65255 00w p) — (65 P2 ) (3 p) (6525 49) (0 )

srvwmym/‘/<x—ﬂw4mv—mW”v—pWﬂam
0 0
) B (wlw = )75 p ) B (w(o = p)p) drdp
w,6,q,7,C . 2
< I Mellg' sz (eg 055t (5 ) (3.1.22)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. f ve g, Teorem 3.1.6'nin sartlarim saglayan iki fonksiyon ve ¢, [0, 00) araligindan

pozitif fonksiyon olsun.

H(r,p) = (f(T) — f(p)) (g(T) — g(p));T,p €(0,z),z>0 (3.1.23)

seklinde tanimlansin. (3.1.23),

(z = )V EL S (w(e = 7)% p) Hr)i7 € (0,)

a,B,0
ile carpilip ve elde edilen 6zdesligin 7’ya gore (0, z) lizerinde integrali alinirsa,
/ (z — 1) VEMLe (w(x - 7)% p)t(T)H(T, p)dr (3.1.24)
0
= (Gt ) wip) — PG5 ) ()

—g(P)eG 2o ) (wip) + F(p)g(p) (e a ) (i p)
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ozdegligi elde edilir. Simdi, (3.1.24) 6zdegligi
(2= p) VBN (wlw = p) ) )i p € (0,2)

ile garpilip ve elde edilen 6zdesligin p’ya gore (0, x) tizerinde integrali alinirsa,

| [ @m0 = e m (ote = 71in)
X B35 (wlw = p) p) OV H (7, p)drdyp
= (0 1 fg) (i p)(eg e ) (wip) — (250t f) (w3 p) (6755 tg) (w: p)
(e 1g) (s p) (205 L) (i p) + (a0 1 9) (s p) (€620 ) (s p)
ozdesligi elde edilir. Sonug olarak
| [ @m0 = B (e = 7in) (3.1.25)
X ES (w(w — p) p )1 () H (7, p)drdp

w,6,q,T,C w,0,4,7,C . w,0,q,7,C . w,0,q,7,C .
. 2(( 8597 1 £0) (0 p) (97 1) (: p) — <eo+,g,ﬁ,otf><x7p><eo+,g,5,(,tg><x,p>)

elde edilir. Diger taraftan,
H(r,p) / / () g (2)dydz

oldugundan, c¢ift kath integraller i¢cin Holder 681t51zhg1 kullanilirsa,

H(r,p)| < /|f )" dyd> ‘//w odyds|
esitsizligi yazilabilir. Buradan7
porp ) r—1 . P / 1
[ =m-or| [Crora
ve
r ’0 / S s_l 571 '0 ! S s_l
[lgGpdds| =1r= o | [Cg)1ra:

oldugundan, H asagidaki esitsizligi saglar,

—1

|H(r,p)| < |7 — "(y)|"dy (3.1.26)

r—1 P S
[1gera:
Diger taraftan,

/ / x— 1)V (z - p)B- I)Ei%i,c(w(a:—ﬂa;p) (3.1.27)
Ei%if( (z = p)* ,p> (p)|H (7, p)|drdp
< [ [ =00 = 0Vl = B (sl = 7))

Ei%’lf( (z — p)‘”"p)

/|f rdy| /|g ed|
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esitsizligi elde edilir. (3.1.27) egitsizliginin sag tarafina Holder esitsizligi uygulanirsa,

| [ =t = 0 (w(o - 1)
0 0
X Eob <W(fv —p)% p) t(r)t(p)|H(7, p)|drdp

[ o= = 0 e e (ke - 71750)

IN

1

p L
XEi’,%Zf(W(fv — p)“m) ( / If’(y)|’"dy‘d7dp]

x [ /0 z /0 =)0 = )0V — plt(e)t(p) B (wl — 7))

P
<E (e = )] [ g

esitsizligi elde edilir.

dep]

Simdi,
| [irwra| <isie. | [Cgere] < (3.125)
esitsizlikleri kullanllarTak, '
/Ox /Ox(x — )P (@ — p) VBT (w(x - r)a;p) (3.1.29)

)B4 (wle = )50 JUN )| H (7. p)| drdp

< [Hf’H? / ' / (&= 1)@ — ) — pli(r)i(p)

-1

X B b (w(w - 7)% p) B <W($ — )% p) dep}

x {Hg'uz, / ' / (&= 1)@ — ) pli(r)i(p)

X B (w(x - 7)% p) B (Mx — )% p) dep}
elde edilir. (3.1.29)’dan,
| [ =000 = ) Ese (wle = i)
0 0
x B3 (w(w = )% p) ) ) [ H 7, )| drdp

R [ / ) / (=)D — p) BV — plt(n)i(p)

-1

X B (w(fc —7)% p) By (W(x - )% p) dep}

<| [ [ =0 = 0 = ottt

IN

-1

X B2 (W(:c —7)% p) B (w(x — )% p) dep] (3.1.30)
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esitsizligi elde edilir. 141 =1 oldugundan;

| [ =0 - e (wto - 1)
0 0

X EL (wl = p) p ) U (p) [ H (7, p)] drdp
(3.1.31)

< 17111 [ / / (=) D@ — p)FD}r — pli(r)t(p)
X By (w(a: - T)a;p) By (w(fv - p)a;p) dep} :

yazilir. (3.1.25) ve (3.1.31) arasindaki iligkilerle ve modiiliin 6zellikleri kullanilarak (3.1.22)’deki
ilk egitsizlik elde edilir.

oldugundan,

olur. Buradan,

| [ =m0 = 0 (w(o - 1)
0 0
X ES (wle = p) p) U (o) [ H (7, p)] drdp
< gl [ [ @ =10 = o)
0
X Eo b <W(33 - 7)% p) By <W($ - )% p)L‘(T)t(p)dep}

2
= 17 llg'1ls 2 ((e5207550) (i) (3.1.32)

N

esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 3.1.6 ispatlanmig olur.

Eger Teorem 3.1.6’da ¢(z) = 1 almirsa, agagidaki sonuglara ulagilir.

Sonug 3.1.11 f ve g, [0,00) arahginda iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. [’ €
LT([O, oo)), g € Ls([O,oo)), r>1, %+ % = 1 olmak tizere her x > 0, a > 0, 8 > 0 icin,
(G £ @D — g (0 N )25 9) i)
0t,a,8,0 g\ P (ew,é,q,r,C)(l) 60+,a,,3,0 T p €O+,a,,8,ag L5 p
0t,0,8,0

1 w,0,q,7,C
< 5(||f'||r||g’||s$(604,’§jl§,g)(1))

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 3.1.12 (3.1.22) 'deki farkh parametre segenekleri i¢in, asagidaki gibi kesirli integ-

ral esitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 almursa, [42]’de Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan kesirli integral opera-

torii icin Chebyshev esitsizligi,

(ii) ¢ = r = 1 alirsa, [38]’de Rahman ve arkadaslar tarafindan kesirli integral

operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi,

(ili) p = 0 ve 0 = r = 1 alimrsa, [50]'de Srivastava ve Tomovski tarafindan tanimlanan

kesirli integral operatorii icin Chebyshev esitsizligi,
(iv) p=0ve 0 =r = g = 1 alinwrsa, [33]’de Prabhakar tarafindan tanimlanan kesirli
integral operatorii igin Chebyshev esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.1.13 (3.1.22)’de p = w = 0 alinirsa, (2.2.6) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.7 t, [0,00) arahiginda pozitif, f ve g, [0,00) arahginda iki dife- ransiyel-
lenebilir fonksiyon olsun. [’ € LT([O, oo)), g € LS([O, oo)), r>1, % - % = 1 olmak tizere
her x >0, a>0,8>0,A>0,60>0 icin,
w,0,q,T, w,8,q,T, w,8,q,T, w,d,q,T,C
(20 D@ ) (5ot ) @) + (e @i p) (€505 L g) (@i p)
w,0,q,T,C . w,0,q,7,C . w,0,q,7r,C X w,0,q,T,C .
_<€0+727I37Utf) ($,p) (€0+7>\q’9’ptg)(:lf,p) o (€0+,§797ptf) (:B,p) (%ﬂiﬂﬂtg)(x?p)
< PN [ [ =8 = 0Ol o))
o Jo
X B (Mfﬁ - 7)% p) By (w(w =™ p) drdp
w,0,q,T,C . w,0,q,7r,C .
< G sz (e e 5ot (s p) (e Ny pt) (5 p) (3.1.33)

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (3.1.24) 6zdesligi kullamlirsa,

‘ ’ — — d,q,T,C .
| @=n e = e B (wte = o) (3.134)
X BR4 (w(w = p)sp () H (7, p)drdp

w,0,q,7r,C w,0,q,7r,C w,0,q,7,C w,0,q,r,C

= (60+7a7ﬂ7gt) (Q?;p)(%t)\ﬂ’ptfg) (z;p) + (€0+7>\797pt) (z;p) <€0+7a,570tfg> (z;p)

767 A . 757 A . 167 b . 767 R .
(e ) s o) e oto) (v p) — (ot ) s p) (650275 tg) (w:p)
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ozdesligi elde edilir. (3.1.26) bagmtisindan,
/0 (z = 7) VB (wlw = 7)%p )Hr) [ H(r, p) | dr (3.1.35)

< /x(x — 7') |7' — ,0|Eiqﬁrac< (x—71)” QP)t(T)

—1

2)|* dz dr

!dy

yazilir. Buradan,

/ / r—T) (z —p)- I)Ei‘lﬁr(jc(w(x - 7')"‘;p> (3.1.36)
x Eyge (Mf@ - p) t(r)t(p)|H (7, p)|drdp

[ [ @ =m0 = o)l — plEs (wla -~ 7))

)| [ iy JACRE

olur. (3.1.36)'nin sag tarafina ¢ift kath integraller i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

XE/&\’Z’;’C(w(x — p)’\;p>t T)t(p ‘H(T, p)‘dep

[ =m0 el (e - )
6,q,T,C A P / "

<3 (ot )i [ 17y

<| [ [ =0 - D= ol (ot - 7))
0 0
4,q,T,C A P / o

<3y (wto = pPin)too)| [ g

esitsizligi elde edilir. (3.1.28) ve (3.1.37)’den,

/ / r—T) (x — p)(e_l)Ei’fgif (w(x — T)O‘;p> (3.1.38)
fo\”%’;c<w(m P p) (p)|H (7, p)|drdp
< W7l [ == 0D = sl )

xE‘sqm<w(m 7)Y, )Ei‘é;% (x—p)’\;p)dep

a,fB,0

drdp

x By (e — )’

IN

dep]

dep]

yazilir. (3.1.34), (3.1.38) ve modiiliin 6zellikleri kullanilarak (3.1.33)’deki ilk esitsizlik elde
edilir.
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Sonug 3.1.14 (3.1.33)’de parametrelerin farkli se¢imleri i¢in, agagidaki gibi kesirli integ-

ral esitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 almursa, [42]’de Salim ve Faraj tarafindan tanimlanan kesirli integral opera-

torii icin Chebyshev esitsizligi,

(ii) ¢ = r = 1 alinrsa, [38]’de Rahman ve arkadaslar tarafindan kesirli integral

operatorii icin Chebyshev esitsizligi,

(ili) p = 0 ve 0 = r = 1 alimrsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafindan tanimlanan

kesirli integral operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi,

(iv) p=0ve 0 =r = ¢ = 1 alinwrsa, [33]’de Prabhakar tarafindan tanimlanan kesirli

integral operatorii i¢in Chebyshev esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.1.15 Teorem 3.1.7’de 8 = 6, a = A alinirsa Teorem 3.1.6 elde edilir.
Sonug 3.1.16 (3.1.33)'de p = w = 0 almrsa (2.2.7) esitsizligi elde edilir.

3.1.2 Yeni Uyumlu Kesirli Integral Operatorii I¢in Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde yeni uyumlu kesirli integral operatori ile ilgili baz1 tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Tanim 3.1.8 «, 5 € C, Re(a), Re(f8) > 0 olsun. Sol ve sag yeni uyumlu kesirli integral

operatorleri sirasiyla,

. ﬁ > <(a: — a)“; (t - a)a)ﬁl %dt; (3.1.39)
b — ) — e\ B-1
3 @) = ﬁ <<b ) - Unb), ) C f (tt>)1_adt (3.1.40)

seklinde tanimlanir [17].

Sonug 3.1.17 (i) a = 0 ve a = 1 alimirsa, (3.1.39)daki kesirli integral (2.2.1) Riemann-

Liouville kesirli integraline indirgenir.

(ii) b = 0 ve @ = 1 almirsa, (3.1.40)’daki kesirli integral (2.2.2) Riemann-Liouville

kesirli integraline indirgenir.
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(ili) @ = 0 ve @ — 0 almursa, (3.1.39)’daki kesirli integral [3]’deki Hadamard kesirli

integraline indirgenir.

(iv) b = 0 ve a — 0 alnirsa, (3.1.40)’daki kesirli integral [3]’deki Hadamard kesirli

integraline indirgenir.

(v) a = 0 alinirsa, (3.1.39)’daki kesirli integral [19)’daki genellegtirilmis kesirli integrale

indirgenir.

(vi) b = 0 alinirsa, (3.1.40)’daki kesirli integral [19)’daki genellestirilmis kesirli integ-

rale indirgenir.

Bu boliimde bu operator,

o R Y A W 1)
3 flx) = —/0< ) =t

(07

seklinde kullanmilacaktir.

Teorem 3.1.8 [ ve g, [0,00) araliginda integrallenebilir iki senkronize fonksiyon olsun.

Bu takdirde,
(B+1)a?

(73 o)) > N (03 ) ) () o) (3.1.41)

esitsizligi gecerlidir. Burada «, 8 > 0 ve I' gama fonksiyonudur.

Ispat. f veg, [0, 00) araliginda senkronize oldugu igin,

(f(u) = f(v) (g(w) = g(v)) >0

veya esdeger olarak;

fw)g(u) + f(v)g(v) = f(u)g(v) + f(v)g(u) (3.1.42)

esitsizligi gecerlidir. (3.1.42) esitsizliginin her iki tarafi (z € RT,0 < u < x) olmak {izere,

1 o — >\ P!
()

ile carpilirsa,

T@r e\ a [Ew=\ a
> s () e+ gt (C) st



esitsizligi elde edilir. Elde edilen esitsizligin her iki tarafinin (0, x) tizerinde, u degiskenine

gore integrali alinirsa,
L7 e — w7 fu)g(u) 1 x(x“—ua>ﬁ_1f(v)g(v)
), (o) S (5 aie
L7 (e — w7 f(u)g(v) 1 ”(I‘“—ua)ﬂ_lf(v)g(w
- F(ﬁ)/o ( a ) ul=o d“w)/o a e

bulunur. Sonug olarak,

(P3%fg)(z) + f(v)g(v) 1 /cc (;r;o‘ — uo‘>61 du

> g()("F°f) (@) + f(v)("39)(x)

ve

8

(sto‘fg)(ﬂﬂ)JrF F)g) = g)("3*f)(@) + f(0)("3°g)(x) (3.1.43)

NERSYY

esitsizligi elde edilir. Burada

Torx® —uo\B-1 du r
/ < ) — — aﬁ—l / (xa . ua)ﬂ—lua—ldu
0 Q u 0

a
8 —(1—1t)P
ab I6]

2P
BaP
seklindedir. (3.1.43) esitsizliginin her iki tarafi,

()

ifadesi ile carpilirsa,

a _ g B-1
- ( ) F0)(73°9) () (3.1.44)

olur. Simdi (3.1.44) esitsizliginde (0, z) lizerinde integral alinirsa,
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esitsizligi elde edilir. Buradan,

0B » af »
W(Bd fo)(x) + m(’gd f9)(x)

> (P3N (@)(73%g) (@) + (73 F)(@)(73°9) (2)
yazilir. Gerekli sadelestirmeler yapilarak istenilen sonuca ulasilir.

Sonug 3.1.18 Eger Teorem 3.1.8'de o = 1 alirsak, (3.1.41) esitsizligi Riemann-Liouville

kesirli integrallerini igeren (2.2.3) esitsizligine indirgenir.

Teorem 3.1.9 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilir iki senkronize fonksiyon olsun.
Bu takdirde,

e o B o
m(ﬁd fg)(x) + W( J*fg)(x)

> (3°N)@)(7379) (@) + (T3 F)(@)("39) (@) (3.1.45)

esitsizligi elde edilir. Burada «, 8,7 > 0 ve I' Gamma fonksiyonudur.

Ispat. (3.1.43) esitsizliginin her iki tarafi,

1 (xa — Ua>7_1
INCa e «

ifadesi ile carpilirsa;
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egitsizligi elde edilir. Elde edilen esitsizligin her iki tarafinda v degiskenine gore 0 ile x

arasinda integral alinirsa,

By T % —v¥\71 dv
(dr{f))( )/0 < ) d

z®f Tt — v\ 1f( )g(v)
I3 + 1o <T>/o< o > I
By % —v\T1g(v
T () e

) P

(
B3 (x ¥ — N1 f(v
) [ () e

>

o

ifadesi elde edilir. Buradan,
T (o)) + e (T3 )
I(r+ 1o I'(+1)a?

> (P3N @) (T3 (@) + (T3 (@) ("3 (@)

yazilir ve bu esitsizligin v degigkenine gore (0,x) arahiginda integrali alinirsa, Teorem

3.1.8’in ispatinda oldugu gibi istenilen sonuca ulagilir.
Sonug 3.1.19 Teorem 3.1.9’da 7 = § alimirsa, Teorem 3.1.8 elde edilir.

Sonug 3.1.20 Teorem 3.1.9°da o = 1 almursa, (3.1.45) esitsizligi Riemann-Liouville ke-

sirli integrallerini igeren (2.2.4) esitsizligine indirgenir.

Teorem 3.1.10 (fi)i=12...n |a,b] araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. o, > 0
icin,

('33"‘ lj fi) (z) > (W) " ﬁ( B3 1) (). (3.1.46)

i=1
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Bu teorem n € N icin tiimevarim yontemiyle ispatlamr. n = 1 igin (3.1.46)

acikca saglanir. n = 2 icin, f; ve f, fonksiyonlarinin her ikisi de R* da artan oldugundan,

(fr(x) = fi(y)) (f2(x) = fa(y)) >0
esitsizligi gegerlidir. Simdi, n = 2 i¢in (3.1.46)'mn ispat1 Teorem 3.1.8’e paralel olarak
devam edecektir. Farz edelim ki esitsizlik (3.1.46), baz1 n € N igin gegerlidir. Goriiliir
ki f:= T[], f; Rt da artandir. Artan her f; i¢gin g := f,4q olsun. n = 2, f ve g

fonksiyonlarina uygulanirsa,

n of n
(3Tl = P (0 T ) (s 0
04’6 n n+l
> (M) Teen e

=1
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elde edilir. n i¢in tiimevarim hipotezi ikinci egitsizlik i¢in kullanilirsa ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.21 Teorem 3.1.10’da o = 1 almursa, (3.1.46) esitsizligi Riemann-Liouville

kesirli integrallerini igeren (2.2.5) esitsizligine indirgenir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu yiiksek lisans tezinin temelini olusturan ti¢iincii boliimde, ilk olarak genisletilmis
genellestirilmiy kesirli integral operatorii iceren yeni Chebyshev tipli esitsizlikler elde
edilmisgtir. Daha sonra yeni uyumlu kesirli integral operatorii igeren yeni Chebyshev tipli
egitsizlikler elde edilmigtir. Elde edilen sonuclarin bazi 6zel halleri literatiirde mevcut
onceki galigmalar1 kapsamaktadir. Elde edilen bu yeni sonuglar ii¢ farkli makale olarak
hazirlanmigtir. Bu makalelerden birincisi, “On some new Chebyshev type inequalities for
fractional integral operators containing a further extension of Mittag-Leffler function in
the kernel” baghkl calismadir. Ikincisi, “Chebyshev type inequalities involving extended
generalized fractional integral operators” baglikli ¢aligmadir. Uclinciisii ise, “Conformable
fractional integral inequalities of Chebyshev type” baglikli caligma altinda ” International
Conference on Mathematics and Related Sciences (ICMRS 2018)” uluslararasi konferans-
ta sozlii bildiri olarak sunulmug olup “Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas
Fisicas y Naturales” isimli dergide basilmistir [46]. Ilgili arastirmacilar bu tezde verilen
yontemlerden, 6zdegliklerden ve sonuclardan faydalanarak bu tezde kullanilmayan kesirli

integral operatorleri igin Chebyshev tipli esitsizlikler elde edebilirler.
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