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OZET

NORDEN MANIFOLDLARI UZERINE
Yasemin ATESOGLU
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 89 sayfa

Danigman: Yrd. Dog. Dr. Seher ASLANCI

Bu tez Norden manifoldlarinin geometrisi hakkinda olup 7 boliim halinde hazirlanmigtir.
Birinci boliimde ¢aligmanin amacindan bahsedilerek bir girig verilmistir. 2. boliimde ge-
ometride uygulanan iki boyutlu cebirler teorisi, holomorf fonksiyonlar ve cebirsel yapilar-
dan bahsedilmistir. 3. bolumde piir tensorlere uygulanan Tachibana ve Vishnevskii
operatorlerinden bahsedilmistir. 4. boliimde Norden manifoldlar1 hakkinda bilgi ve-
rilmig ve Tachibana operatorti kullanilarak Kahler Norden manifoldlarinin Riemannian
egriligi ve skaler egriligi hakkinda baz 6zelliklerden bahsedilmistir. 5. boltimde Norden-
Walker metriklerinden bahsedilmis ve dort boyutlu Walker manifoldlar1 tizerinde hemen
hemen Norden yapinin integrallenebilirligi ve holomorf (Ké&hler) sartlarina bakilmigtir.
6. boliimde ise Norden-Walker 4- manifoldlar: tizerindeki zit hemen hemen kompleks
yapilardan bahsedilmig ve Goldberg varsayimlar: hakkinda bilgi verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Norden Metrigi, Norden Manifoldu, Walker Manifoldu, Kéahler
Norden Manifoldu, Tachibana Operator, Holomorf Tensor, Piir
Tensor



ABSTRACT

ON NORDEN MONIFOLDS
Yasemin ATESOGLU
Ordu University
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Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis Thesis, 89 page

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Seher ASLANCI

The introduction part and the aim of the thesis are covered in the first chapter. In the
second chapter, the theory of the two-dimensional algebra applied to Geometry holomorp-
hic functions and algebraic structures are given. The third chapter is included with the
operators of Tachibana and Vishnevskii which are applied to pure tensor fields. The
information about Norden manifolds is given and by considering the theory of Tachibana
operators, some properties about Riemannian curvature tensors and curvature scalars of
Kahler-Norden manifolds are presented in the fourth chapter. In the fifth chapter, Norden-
Walker metric are discussed and, the integrability and holomorphic(Kéahler) conditions of
almost Norden structures on 4-dimensional Walker manifolds are given. Lastly in the
sixth chapter opposite almost complex structures on 4-dimensional Walker manifolds are
discussed and the information about Goldberg conjecture is given.

Keywords: Norden Metric, Norden Manifold, Walker manifold, Kahler-Norden Manifold,
Tachibana Operator, Holomorpic Tensor, Pure Tensor.
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1. GIRIS

XIX. yiizyihn sonundan baslayarak iki boyutlu cebirler genis bigimde geometride uygu-
lanmaya baglamigtir. (Vishnevskii ve ark., 1985), (Norden, 1960) sonlu boyutlu degismeli

birlesmeli cebirler hakkinda bazi ¢caligmalar yapmisglardir.

Diferensiyel Geometride 1960’l1 yillardan baslayarak hizli geligen alanlardan biride Norden
manifoldlarin teorisidir. Rusya’nin Kazan Universitesisinin profesorii A.P. Norden yazdig
makalesinde (Norden, 1960) 4-boyutlu pseudo-Riemannian neutral uzaylarda hemen he-

men kompleks yapiya gore B-metrik denilen metriklerin varligi hakkinda konugmustur.

XX. yuzyilin 70. yillirindan sonra Norden metrikleri kargimiza piir ismi ile ¢gikmaya basla-
mugtir (Kruchkovich, 1972), (Salimov, 1983), (Vishnevskii, 1985). Norden metrikleri kendi
ve anti hermitian ismi ile XX. yiizyihin 80. yillarindan sonra literatiirlerde goriinmeye

baglamigtir (Dragomir ve Francaviglia, 2000), (Ganchev ve Borisov, 1986).

(Matsushita, 2004), (Walker, 1950) calismasindan faydalanarak simplektik yapiya sahip
olan 4-boyutlu Walker manifoldlarini tanimliyor. Simplektik geometride ve fizikte, 6zellik-
lede genel izafiyet teorisinde genig uygulamalar bulan Walker manifoldlar1 giiniimiizde

aktif bi¢cimde 6grenilmektedir (Matsushita, 2005), (Davidov ve ark., 2008).

Manifoldlar tizerindeki cebirsel yapilarin 6grenilmesinde ¢-operator denilen operatorlerin
ogrenilmesi biiyliik onem tagir. Bu operatorler ilk olarak hemen hemen kompleks ve
kompleks yapilar ile baglantili olarak ortaya ¢ikmig ve bu tiir yapilara gore piir diferan-
siyel geometri objelerinin uygun olarak hemen hemen analitiklik ve analitiklik konularinin
arastirilmasinda vazgecilmez bir operator oldugu kanitlanmistir. Ik olarak bu operator
(Tachibana, 1960) ¢aliymasinda hemen hemen kompleks yapi igin verilmigtir. Sonra ise
bu operator (Tachibana ve Koto, 1962), (Yano ve Ako, 1968), (Sato, 1966),

(Shirokov, 1966), (Kruchkovic, 1972) tarafindan kullanilmigtir. (Salimov, 1994) ¢alismala-
rinda ise ¢g-operator yapilarinin liflerin modellenmesinde 6nemli yeri olabilecegi konusunda
yol gosterimi vermis ve bu operatorii kullanarak bir stiri caligmalar yapmigtir. Ve ” Tensor

operatorleri ve onlarin uygulamalar” adl bir kitap yazmigtir (2013).

Diferensiyellenebilir manifold tizerinde verilmig sonlu sayida (1,1)- tipli tensor(afinér)
alanlariyla tanimlanan w-yapilar modern diferensiyel geometrinin énemli konularindandir.

m-yapilar 6zel durumlarda cebirsel olabilmektedir. Cebirsel m-yap1 integrallenebilir oldu-



gunda ise, bu cebir tlizerinde ingaa edilmis uzaylarin, cebrin temsilini tagiyan manifoldlar
ile modelllerini vermeye imkan saglar. Cebirsel m-yapiin integrallenebilir olmasi, reel

manifolda cebirsel holomorf manifoldlarin dahil edilmesine imkan saglamaktadir.

g metrigi, -hemen hemen kompleks yapiyi, X ve Y ise manifold tizerinde keyfi vektor
alanlarimi gostermek iizere, eger g, ¢’ye gore piir ise yani g(¢X, ¢Y) = —g(X,Y) ise bu

durumda bu tur manifoldlara Norden manifoldlar: denir.

Bu tez caligmas1 Norden manifoldlar iizerine derleme bir tezdir. Ve bu tez, oncelikli olarak
(Salimov, Iscan, 2009), (Iscan, Salimov, 2010) ve (Salimov, Iscan, 2010) galigmalarindan
ve "Tensor operators and their applications” adli Salimov’un kitabindan faydalanilarak

yazilmigtir.

Bu kaynaklar 1g1ginda Norden Walker metrikleri, Norden Walker manifoldlar1 ve Kéhler

Norden manifoldlarinin baz 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Cebirsel Teori

2.1.1 Birlesimli Cebirler

R {izerinde birlesimli m-boyutlu 2, cebrini ele alalim (hiperkompleks cebir [?]). Cebirin

bazi {e.},a = 1,...,m ve yap sabitleri C_; olsun:
e ®ep = Cgﬁe,y
C.5 yapi sabitleri, e : 2, x 2, — A, seklinde (1,2)-tipli tensériin bilesenleridir. Bu

caligmada 2A,,, nin birimli cebir oldugunu, yani e; = 1 oldugunu kabul edecegiz.

Matrisleri

Co=(C1), Cu=(Ch), (2.1.1)

seklinde gosterelim. Burada v ve 3 sirasiyla satir ve siitun numaralarim gostersinler. O

zaman birlesimli olma sart1 agagidaki birbirine denk olan ii¢ sarttan biri ile verilir:

C.Cs = C4C,, (2.1.2)
CLCh=C1,C, (2.1.3)
CoCp = CsC.,. (2.1.4)

Burada C’, , C nin transpozudur. e; = 1 = ¢, den
°C, =e°Cy,=1= (8 (2.1.5)

esitligini yazabiliriz. Burada §° Kronecker deltasidir.

C(A) ve C"(A), sirastyla Cy, ve C", tipindeki matrislerin cebirleri olsunlar (bakimz (2.1.2)
ve (2.1.3)).
A, 2a=ae, —a’C, =C(a) € C(A),a',...,a" €R

seklinde p; : 2, — C'(2() doniigiimiine I tip regiiler tasvir denir. p; tasvirinin izomorfizm

oldugu aciktir. Benzer sekilde II tip py : A, — C'(A) regiiler tasvirini
A 20 =0aey = a’C, =C'"(a) € C'(A), a',...,a" €R

seklinde tamimlayabiliriz. Bu tasvir de izomorfizmdir. Bu ¢alismada ele alinan tasvirleri I
tip tasvirler olarak kabul edecegiz. Burada hatirlatalim ki, sadelik acisindan I tip regiiler

tasvir yerine genelde regiiler tasvir ifadesini kullanacagiz.



(2.1.4)’den, her A =a°C,, a',...,a™ € R'nin C(2A) cebrinin komiitatoriine ait oldugunu
soyleyebiliriz. Tersine, (2.1.5)"1 kullanarak her C' € C(2) i¢in AC' = CA ise A = a®C,,

oldugunu kolayca sdyleyebiliriz. Gercekte, C' = C,,a = 1,...,m yazarsak, AgCgﬁ =

C’(;‘VA'BY yazabiliriz. 7 ile bu esitligin kontraksiyonundan

ATCYe” = O ALER,
AT = Ca,

A = (A =d(C3)=a"C,,

egitligi elde edilir. Burada a” = Agaﬁ yani A = C’dir. Dolaysiyla asagidaki teoremi

yazabiliriz [?]:

Teorem 2.1.1 A (m x m)-tipinde bir matris olsun. AC, = C,A olmasi i¢in gerek ve
yeter sart A = a®C, olmasidir.

Benzer sekilde agsagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 2.1.2 A (m x m)-tipinde bir matris olsun. AC’, = C" A olmas: i¢in gerek ve

yeter sart A = a®C!, olmasidir.

2.1.2 Degisimli Cebirler

Degisimli hiperkompleks cebirleri ele alarak siirlama yapacagiz. Bu ve bundan son-
raki boliimlerde 2, cebrimizin degisimli hiperkompleks cebir oldugunu kabul edecegiz.

Degisimli olma sart1 olarak, e, ® e3 = eg ® e, sartina denk olan
Cy = C},(Co = Ca), (2.1.6)
C2,C5 = ClyCoy(CaCly = C5Cl) (2.1.7)

formlardan birini yazabiliriz.

Cy = C, icin (bakimz (2.1.1)), C"(A)=C"(2) esitligini yazabiliriz. Bu yiizden, C’(2)’ya
degisimli cebirlerin tronspoz regiiler tasvirleri denir. Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2’den

asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.1.3 2, degisimli hiperkompleks cebir olsun. O zaman C(2A) ve C'(2() (mxm)-

tipindeki matrisler cebrinin maksimal degigsimli alt cebirleridir.



Degisimli cebirler arasinda onemli rolii Frobenius cebirleri oynar. Eger oyle A, sabitleri

varsa ki,

Pas = ng)w (2.1.8)

matrisi regiiler olsun, onda ¢, metrigine Frobenius metrigi denir. Burada {e,} baz igin

e® = p*Pe, olacak sekilde {e®} dual bazini tammlayabiliriz. Frobenius metrigi icin
2] S Y gl 1¢

0acCeg = 0poCony 27 Ch, = P°C, (2.1.9)
e e 6,3 = 057677 e e 66 — SOOtchY’,fo_e’}” SoaﬁEIB:Aom (211())

esitliklerini yazabiliriz. Burada *’lar, e; = 1’in bilesenleridir.

P A, — A, otomorfizmi icin v involiisyon ise yani 1? = id ise 1) otomorfizmine 2,

cebrinde eglenik iglemi denir. ¥:x — z, T € 2, eslenik iglemi tanimindan

Eo = P(ea) = Pleg, VSY) = 85, (2.1.11)
Colatav? = Cru7, (2.1.12)
Phe® = €, (2.1.13)

esitliklerini yazabiliriz. Burada e; = 1 = e”e; seklindedir. a € 2,, igin eslenik eleman
a=a"e, = a=a"e, =a"e,
ile verilir. (2.1.11)’den, 24, 'nin ¢§ = +6§ olacak sekilde uygun baz vardir.

0o = V5 PP = 05 ise,
p gj, 2/15 = —(52‘ ise

yazalm. Burada 1 < o; < a, 1 < 3; < 3, @ = 1, 2 geklindedir. Bu durumda (2.1.11)’den,
éal = 6041, éocz - _6042

yazabiliriz. (e;) = ey oldugu i¢in (bakimz (2.1.13)), e; € {eqn,} olur. Burada {e,, },
€ar, 1 < ay < a ile gerilen diizlemi tammlar. Ornegin, 2, = C(m = 2) kompleks bir cebir

ise

ve



olur. (2.1.14)1i gozoniinde bulundurarak, farkli indisler igin (2.1.12) ifadesini yazarak

adapte olmug baza gore

C;éyiﬂl =0, 0‘3252 =0, 02152 - Cg;m =0
esitliklerini bulabiliriz.
2.1.3 Holomorfik fonksiyonlar
2., cebrinde z = x%, degigkenini alalm. Burada z*(a = 1,...,m) reel degigkenler
olsunlar. Reel degerli y°(x) = ¢%(xt,... 2™, B =1,...,m C®-fonksiyonlarin kullanarak
z € U, degiskeninin
w =y’ (z)es

hiperkompleks fonksiyonunu tanimlayabiliriz. dz = dx%e, ve dw = dy“e, sirasiyla z ve
w(z)'nin diferensiyelleri olsunlar.

dw = w'(z)dz (2.1.14)

olacak sekilde w'(z) fonksiyonlar1 varsa w = w(z) fonksiyonuna holomorfik fonksiyon

w'(z)’ye de w(z)'nin tiirevi denir.

Teorem 2.1.4 [?], [68], [71], [81] w = w(z) hiperkompleks fonksiyonunun holomorfik
olmasi icin gerek ve yeter sart
C.D = DC, (2.1.15)

Scheffers sartlarini saglamasidir. Burada D = (8%1), y*(x)'mn Jacobian matrisidir.

Q

Ispat. w = w(z) holomorfik fonksiyon olsun. w'(z) = @w%e, yazahm. Bu durumda
(2.1.14)’ten
—avte. = Y 8o — ite defer — it da?
dw = dy“e, = Wd:v eo = Weqdr’es = wdx C’gﬂe7
esitligini yazabiliriz. Buradan,
W
w =w Ca,@ (2116)

elde ederiz. Boylece, w = w(z) hiperkompleks fonksiyonunun holomorfik fonksiyon olmasi
icin gerek ve yeter sart (gyT;) Jacobian matrisinin (2.1.16) formunda olmasidir. (2.1.16)’y1

e?(1 = €%, ) ile kontraksiyon yaparak ve (2.1.5)1 kullanarak

WY = &P
oxP



esitligini, yani

Y
s, (2.1.17)

w(Z):€ W’y

esitligini buluruz.

(2.1.16)’y1 Teorem 2.1.1°e uygularsak (2.1.16) sartimin Scheffers gartina denk oldugunu

gortiriiz. Boylece ispat tamamlanir.

oY
(2.1.17) den, sﬁa—yﬂ nun Jacobian matrisi
x

o

bilegenlerine sahiptir. Burada D = (%) seklindedir ve ayrica D' = 703D Jacobian
xoc

matrisi Scheffers sartim saglar. Buradan anlarz ki, w(z) nin w”(2), w"”(z),... tiirevleri

de vardir.

Ornegin, 2, = C ise, (2.1.15) Scheffers gart1 Cauchy-Riemann sartina indirgenmis olur.

Gergekten,

o (Ch CLY _ (1 0Y o _(Ch Ch\_(0 -1
! C? C% 01 ) 2 C3 C3 1 0

egitliklerine dayanarak, (2.1.15) den z = 2! + iz?, w = y'(z!, 2?) + iy (2!, 2?),* = -1

olmak tlizere
oyt oy* oy* oy

orl  0x2 9t Ox?

yazabiliriz.

Not 2.1.1 Holomorfik ve analitik kompleks fonksiyonlar kavramlarinin birbirine denk
olduklar1 bilinir. Eger w(z) yakimsak kuvvet serileri geklinde yazilabilirse, w = w(z)
holomorfik fonksiyonunun analitik oldugu soylenir. Genelde, hiperkompleks fonksiyonlar

i¢in holomorfik ve analitik fonksiyonlar kavramlar: denk degillerdir (bakiiz [101, s.88],[7]).

Holomorfik hiperkompleks fonksyonlar kavrami gok cebirsel degiskenler icin genellegtiri-

lebilir.

u

LU — I(u—l)m-{—a

€a,(u=1,...,7)

2,,, cebrinin degigkenleri olsun. w(z!,...,2") = y#(z!, ..., 2"™)es fonksiyonunun 2%, ..., 2"

degiskenlerinin holomorfik fonksiyonu olmasi icin gerek ve yeter sart keyfi v icin D, =

a «
(—8 ( yl) +6) ,u=1,...,7 olmak tizere C D, = D,C sartinin saglanmasidir.
T u—~L)m

Holomorfik hiperkompleks fonksyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir:



i. wy ve wo holomorfik fonksiyonlar ise o zaman w; + wo holomorfik fonksiyonudur ve

(w1 + ws)" = wy + wj dir,

1. wy ve wo holomorfik fonksiyonlar ise o zaman wjwy holomorfik fonksiyonudur ve

(wiwz)" = wiws + wyw, dir,

iii. F ve w sirasiyla w ve z'nin holomorfik fonksiyonlar ise o zaman F' = F(w(z)), z'nin

F
holomortik fonksiyonudur ve F! = d—, w' = dw olmak tizere F! = —uw' seklindedir.
dz dz dw

Ispat. (i.) wiw, = wlwjeqe, = wfwyCFes = w = wley dersek, (2.1.17)'den

(wrwa)’ = £ (B )es = <" C2 (O (whw]))es
= e7Cl ((Oswi)wy + wi(dywy))es
= ((e70,w)wy + wi(e70,w3))eqe,
= wiws + Whw

yazilir ve (7i.)’ye benzer sekilde (i.)’de ispatlanir.
i) F = Foe,, w = y*(x)eg, 2 = 2Ve, diyelim. £ = Fee, w' = 0%, ise
«@ Yy B Y y dw
(2.1.17)den,
dF OF?
F = @
R R
OF”? oy
e

Oy Ox P
= €~aFUOE,YU~J90ga6,3
— E”Cfvweégeﬁ
= Fou7¢e e,

dFdw dF
= ——— = —UW

dw dz  dw

«

yazariz. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 2.1.1 2, = R(¢), {1,¢}, €2 = 0 kanonik bazina sahip dual cebir olsun. Cp =
1
0221 0222 = 0 esitligini kullanarak (2.1.15) sartim z = 2z + e2?, w(z) =
Cs Cs, 10

o

yH (2t 2%) + ey?(x!, 2?), €% = 0 olmak lizere agagidaki denk sarta indirgemis oluruz:
oyt oy oy
ox2 7 022 Ozt
Bu son denklemden
w(z) = f(a') +e(@®f'(a') + g("))
esitligini yazabiliriz. Bu formdaki w = w(z), synectic fonksiyon formundadir denir
93], [101, s.165]. g(z') = 0 ise, w(z) = f(z') + ex®f'(z') fonksiyonuna f(z') C>-

fonksiyonlarmin R(e) cebrine dogal geniglemesi denir.



Ornek 2.1.2 Ay, = Ale), e? = 1 parakompleks sayilar cebiri olsun. Cp = ( (1) (1) )

esitliginden Scheffers sartim z = x' + ex?, w(z) = y' (2!, 2%) + ey®(x', 2?), €* = 1 olmak

uzere
oyt oy 0y oy
orl  0x2 Or'  Ox?

para-Cauchy-Riemann sartlarina indirgemis oluruz [7], [16], [16].

2.2 Manifoldlar iizerinde cebirsel II—yapilar

Eger M manifoldu itizerinde ¥, ¥, ... (1,1)-tipli tensor (afinor) alanlarmin kiimesi ve-
rilmig ise bu yapiya M iizerimlde2 poliafinor yapi (veya IT—yapi) denir ve IT = {p} ile
gosterilir. Eger her ¢ € II, manifoldun herhangi bir  noktasinin U, komsulugunda belli
bir {X;},i = 1,...,n catisinda (genelde holonomik degil) sabit forma indirgenebilirse
yapiya sert yapi denir [?]. Bu durumda, {X;},i = 1,...,n gatisina II—yapisina gore
adapte olmug ¢ati denir. Eger her ¢ € II, diferensiyellenebilir bir atlasin {X;} = {0;},i =
1,...,n holonomik (dogal) adapte olmug gatilar1 tizerinde sabit ise, o zaman II—yap1 inte-
grallenebilirdir denir. Agikca, integrallenebilir [I—yap1 her zaman serttir. Tersi durum ise
[I—yap: iizerinde sadece belli ilave kogullar altinda alimir. Ornegin, IT = ¢ ise yani [I—yap1
bir afinordan oluguyorsa ve sert p—yapiy1 koruyan M tizerindeki V ¢-konneksiyonu burul-
masiz ise yani Vi = 0 ise, p—yap1 integrallenebilirdir [69], [?]. Sade sert yapilar (hemen
hemen kompleks, hemen hemen parakompleks yapilar v.b.) igin integrallenebilirligin Ni-

jenhuis tensoriiniin sifira esit olmasina denk oldugu iyi (bakiniz Boliim II) bilinir.

Tanim 2.2.1 V, M {izerinde lineer konneksiyon olsun. Her ¢ € Il igin Vi = 0 ise V ya
[I—yapiya gore I[I—konneksiyon denir.

Tanim 2.2.2 M iizerinde burulmasiz II—konneksiyon varsa, M {izerindeki II—yapiya

hemen hemen integrallenebilirdir denir.

Burada hatirlatalim ki, baz sade II—yapilar igin (p—yapilar, regiiler II—yapilar v.s.)

integrallenebilirlik ve hemen hemen integrallenebilirlik kavramlar1 denktir.

2,, hiperkompleks cebir olsun. Eger 2,, < II izomorfizmi varsa, yani M {izerindeki

hemen hemen hiperkompleks yap1

pep=Cly¢ (2.2.1)



seklinde ise o zaman poliafinor II—yapiya M iizerindeki hemen hemen hiperkompleks

yapt denir. Burada ¢’lar; e, € 2,,,,a = 1,...,m baz elemanlarina karsilik gelen yapisal
afinorlerdir.
Tanim 2.2.3 ¢ matrisleri « = 1,...,m, {X;} adapte olmug ¢atisina gore ayn1 anda
C,0...0
(gp;): 0Ca..0 ,a=1,....m;i,j=1,....n (2.2.2)
i 00...C,

formuna indirgenebilirse, M iizerindeki hemen hemen hiperkompleks yapiya regiiler (veya
r-regiiler) II—yap1 denir. Burada C,, = (C’gﬁ), 20, nin regiiler tasviri, r ise C, —bloklarinin

sayisidir.

Not 2.2.1 (2.2.2)'de C!, yazarsak, M iizerinde transpoz regiiler II—yapiya sahip olmus

oluruz. Tamimdan direkt aliriz ki, regiiler II—yapilar sert yapilardir.

Ornegin, hemen hemen kompleks ve parakompleks yapilar icin (2.2.2) sart1 (2.2.1) sar-
tindan direkt gikar, yani M {tizerindeki (boyM = 2r) hemen hemen kompleks ve para-
kompleks yapilar otomatik olarak regiiler yapilardir. M ftizerindeki I1 = {I,¢},I =
idyr, p? = 0 seklindeki [T—yap1, R(g), €2 = 0 dual cebrinin izomorfik tasviridir. Fakat
genelde, yap1 M iizerindeki regiiler olmayan II—yapidir (bakiz [79], [80]).

[0}

IT= {%0} ,a=1,...,m, M {izerinde regiiler II—yap1 olsun. O zaman (2.2.2)’den,
n=mr (n=boyM,m = boy,,), (2.2.3)

yazabiliriz. Burada r, C,—bloklarinin sayisidir. Boylece, (2.2.3) sart1i M tizerindeki

regiiler [I—yapilarin varligi i¢in gerek sarttir. Bu durumda
i=w—-1m+a (=1,....nu=1,...ma=1,...,m)

veya

P =ua,j =vp,k=wy,...

yazabiliriz. Bagka bir ifadeyle, ¢ yapisal afinorlar:
e

@) = pug = 0,C 5 (2.2.4)

g g

(0¥-Kronecker deltas1) koordinatlarina sahiptir.



Xy = SLX; (Det(S:) # 0), regiler II—yapisina gore {X;} adapte olmug catisinin
doniigiimleri olsun. O zaman (S¥) = (S%)~! olmak iizere

(¥5) = (S))(5)(S)) (2.2.5)

esitligini yazabiliriz. Eger { X} adapte olmusg ¢at1ise X; — X dontigiimiine uygun(makul)

doniigiim denir. Bu durumda {X;} adapte olmug ¢at1 oldugu igin ((p;',) = (¢}) olur ve

(2.2.5)’den

Sp=p8 (2.2.6)
yazabiliriz. Burada S = (Sjj,) ve ¥ = (¢}) seklindedir. Boylece asagidaki teoremi yazabi-
liriz. ’
Teorem 2.2.1 Il = (¥, M iizerinde regiiler [I—yap1 olsun. Adapte olmus catilarin

(03
S : X; — Xy doniigimiiniin uygun doniigiim olmasi igin gerek ve yeter sart (2.2.6)

sartinin saglanmasidir.
Teorem 2.1.1’i ve Teorem 2.2.1°1 kullanarak S matrisinin

S, =AwCe, (i=ua,i =u'd) (2.2.7)
ozel yapisina sahip oldugunu goriiriiz. Benzer yontemler ile ters matris i¢in

S =AYICY (i =ua,i =u'd) (2.2.8)
esitligini yazabiliriz. 2, cebrinden

* x—1 >|</ ’
S=(Sy) =(A7e)S =(Sy) = (A7) (2.2.9)

matrislerini elde edebiliriz. Buradan kolayca

SS =1
oldugunu gorebiliriz. Burada
ex 0...... 0 1 0...... 0 ‘
=10 er...... 0 |=(01...... 0 (67)
0 0...... €1 0 0...... 1

seklindedir. Gergekten (2.2.7) ve (2.2.8)’den

i Qi Qi Auo o u'e va!
5j— 5] = Ay Coy AL C



_ Auc Au'e vy _ AUC u'e
=A7AYCl e, = Aye. Ay fe,

= 5% Sv
esitligini elde ederiz. {X;}, M iizerinde adapte olmus cat1 olmak iizere, herbir £ = £'X; =
£"* X, vektor alanina karsilik getirilen 2, cebirinden £“(u = 1,...,r) r koordinatlarini

seklinde verebiliriz. ¢ = S¥¢% ise, 0 zaman &% = S¥ £* geklinde oldugu kolayca goriiliir.
Gergekten, (2.2.7)’den
g = 81 g = AT O

(67

veya
*
/

/
éfu — fu/a/ea/ _ AZGC;/ guaea/

o
u'o */ *
U U u
=A, e, =S, &

esitliklerini yazabiliriz.

@ € IT alirsak ¢ = a® ¢ olur. £ = £'X; vektor alam {izerindeki ('nin etkisi, yani n’ = gpé{j
denklemi
77u _ nuaea —a° 903 fjea _ aadgcgﬁfvﬂea

= a"éﬁﬁ“ﬁeaeg = a"egfuﬁeﬂ =af",
sekline indirgenmis olur. Burada ¢ = wa, j = v, a € 2, seklindedir. Dolayisiyla

asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.2.2 Eger II, M iizerinde regiiler yapi ise, x € M igin herbir 7, (M) tanjant

uzay1 2, cebiri iizerindeki T,.(2,,) modiiliiniin reel modeli olarak gérev yapar.

*

Ozel durumda, n* = a £* den ¢ = ¢ olmasi durumunda

* *

nu — eagu

esitligini yazabiliriz.



2.3 integrallenebilir regiiler II- yapi

1= {@}, M,,, tizerinde integrallenebilir regiiler II—yap1 olsun. z* = z%* ve 2z = 2%
03

0
U.(x € M,,,)’de adapte olmug lokal koordinatlar olsun. ¥ yapisal afinorlarin, {8_} ve
a ot

{%} adapte olmug koordinatlarina gore (2.2.2) seklindeki sabit forma sahip olduk-
LL:Z
0 ;0

lart iyi bilinir. Bu durumda uygun doniigtim 9 Si/T formuna sahiptir. Bu-
' *
. 8LL’Z . . ’ ’ . .
rada S}, = 97 S = AWCe,, S8 = ALCY i = ua,i = u'a seklindedir (bakimiz
x’[

a ucx

(2.2.7) ve (2.2.8)). O zaman Teorem 2.2.1’den sabit tutulmus u ve v’ igin (%) C, =
xu (03

al.ua

Cy, BTy yazabiliriz. Yani 2% = 2¥%e,, 2% = "¢, nin holomorfik fonksiyonudur.
'TU/ (e
(2.1.17) ve (2.2.9)’y1 kullanarak

!’ !

8ZU/ &Eu “ u'o ’ wo o7 w'o - /
_ (0% _ (04 (03 _ « _ _ u
5on — C pgua fol =€ A, Coew=A, 0gey =247, e, =29,
yazabiliriz. Benzer yontemlerle,
u
0" _ S*“
ozv T

e1e e . ! At . . o7 . .
yazabiliriz. Boylece, z"* ve z"“ lokal adapte olmug koordinatlarina sahip iki koordi-
.« . . . . / ’ / N .

nat komsuluklarinin kesigimi tizerinde z* = 2% (2%), (2% = z%%,, 2% = " %ey) gecis

fonksiyonlar1 holomorfik olur. Yani M,,,., holomorfik r boyutlu A—manifolddur: X, ().

Tersine, X, (2A), holomorfik A —manifold olsun. O zaman iki 2—koordinat komguluklarinin
arakesiti fizerinde 2% = 2% (2*) gecis fonksiyonlar: holomorfiktir. O halde Teorem 2.1.4’den

dolay1 sabit tutlmusg u ve v’ i¢in

Oz Oz
() 0= = ()

yazabiliriz. Buradan, keyfi u ve v igin
61‘“/0‘/ s - s axu/a/

yazabiliriz. Burada gp§ = Qg = 630;6 seklinde olur, bundan dolay1 II = {90} yapisina

o

integrallenebilirdir ve regiiler [I—yapidir diyebiliriz. Boylece agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.3.1 X, (2), holomorfik 2—manifoldunun reel modeli, II = {90} integral-

lenebilir regiiler II—yapiya sahip M,,, reel manifoldudur.

Not 2.3.1 M,,,, regiiler [I—yapiya sahip reel manifold olsun. O zaman asagidaki ozellikler
denktir [31]:



1. Regiiler II—yap1 integrallenebilirdir,
1. Regtiler II—yap1 hemen hemen integrallenebilirdir,

i11. Ny = 0 dir ve burada Ny, regiiler [I—yap1 ile tanmlanan Nijenhuis-Shirokov tensoriinii

tammlar.

Ornek 2.3.1 X,(C), kompleks analitik (C-holomorfik) manifold olsun. Gésterecegiz ki,
her kompleks analitik manifold X, (C), Ms, reel modeli iizerinde dogal bir hemen hemen
kompleks yap1 tagir. (x!,... 2"y, ..., y") koordinat sistemine gore R*" (C"’nin reel mo-

deli) tizerindeki bir ¢ hemen hemen kompleks yapist

0 0 0 0
v <3$2) oy’ ¥ (&y’) g Tt (23.1)

ile tanimlanir.

X, (C)’nin iki haritasinin gegig fonksiyonlar C-holomorfik oldugundan dolay M, tizerinde
hemen hemen kompleks yapi tanimlamak icin, boyle haritalar vasitasiyla Ms,’ye (2.3.1)
formunda R?*’nin hemen hemen kompleks yapisini transfer edecegiz. (2.3.1) ile verilen
¢ hemen hemen kompleks yapisinin ingasindan, z', ..., 2", y', ... y" lokal (holonomik)
koordinat sistemine gore ¢’nin bilesenlerinin sabit oldugu ve bundan dolay ¢’nin inte-

grallenebilir oldugu aciktir. Diger taraftan, hemen hemen kompleks yapilar regiilerdir.

Gergekten, {%, e 82” % (%) yee ey (air) }’nun R?" (C"’nin reel modeli) i¢in bir baz
olacak sekilde, ¢ igin C"'nin %, N % elemanlar vardir (bakiniz [23], s. 141).

0 0 0 0 9 0
le’gp ox! ’83:2’%0 0x? ""’axr’@ ox”

yazarsak, o zaman ¢’nin

0 -1
()
() = 0 1
()
matrisi ile verildigini gorebiliriz. Yani ¢ regiiler yapidir. Béoylece X,.(C) kompleks analitik

manifoldunun reel modeli (2.3.1) ile verilen ¢ integrallenebilir regiiler dogal hemen hemen

kompleks yapiya sahip Ms, reel manifoldudur.

Ornek 2.3.2 Benzer yontemlerle, X, (A(e)) parakompleks (paraholomorfik) manifoldu-
nun reel modeli (bakinz [7], [16]),

0 0 0 0 .
w(@ﬂ) = oy w(@yi) = 5 i=1,...,7




ile verilen v integrallenebilir regiiler dogal hemen hemen parakompleks yapiya sahip Mo,

reel manifoldudur. Burada A(e) = {z%: 2! = 2 + ey, e* = 1} seklindedir.

Ornek 2.3.3 T(M,), M, nin tanjant demeti olsun (detaylar icin bakimz [85]). M, nin
tanjant demeti (z,y) ¢iftini icerir, burada = € M, ve y € T,(M,)'dir. n(z,y) = = ile

tamimlanan 7 @ T'(M,,) — M,, T(M,) den M, iizerine dogal izdiigiim olsun. (U,z =

(x',...,2")), M, iizerinde koordinat haritasi ise, o zaman 7~!(U) iizerinde
('/’Ul7 73’/‘”’1’17 7xﬁ)
lokal koordinatlar1 olusur. Burada z!,...,z", {9;} = 5} lokal ¢atisina gore M,
x
tizerinde vektor alanlarimin bilegenlerini temsil eder. Bundan sonra ¢ = 1,... n icin

i = i + n notasyonunu kullanacagiz.

Eger (U, 2’ = (zV,...,2™)) M, iizerinde diger bir koordinat haritasi ise, o zaman
71 (U"Yne gore (zV', ..., 2", ", ..., ") indirgenmis (induced) koordinatlar olur. Buda
o =" ("), i=1,...,n,
L @), (2.3.2)
=S5, i=n+1,...,2n

ile verilir.

(2.3.2)’in Jacobian

-/
oz 9z’ 0
S: 804 == 788:6217/ 8Z./ ,Oé:]_,...72n
x xsa.g GL
it O0xs hd

matrisi ile verilir.
Sy = S olacak sekilde

= (¢3) = ( ? 8 ) (I , n-yinci dereceden birim matristir)

dogal afinor alan vardir. Yani, S : {0,} — {0u} doniigiimii, ¢ yapisina gore uygun
(makul) bir doniigiimdiir. ¢’nin integrallenebilir oldugu ve ¢? = 0 oldugu agiktir. Ayrica

¢, R(g), €2 = 0 dual sayilar cebrinin regiiler temsilidir. Gergekten,
{81782a <. 78117817827 v 7877,}

nin yerine {0y, 0,02, 0s,...,0,,0,} vazarsak, ¢ afinor alami {0y, 0;,0s,05,...,0,,0:}
catisina gore
00
(00

Y= 0 0 0
-



matrisine sahip olur. Yani, ¢ regiilerdir. Boylece, T'(M,,) tanjant demeti tizerinde R(¢)
(Burada genelde, R(¢)nin izomorfik temsilinin regiiler olmadigini not edelim (bakiniz [80])
dual sayilar cebrinin regiiler temsili olan dogal integrallenebilir afinor ¢-yapis1 vardir.
Bu yiizden, 7~'(U) C T(M,)'deki her bir (2%,27) indirgenmis koordinatlar ile X =
z' 4+ ext, €2 = 0 lokal dual koordinatlar eslestirecegiz. (2.3.2) ifadesini kullanirsak,

X' = 2% + ez’ lokal dual koordinatlarinim

X' =o' (2%) + e2°0,(a* (z1)) (2.3.3)
sekline dontigtugiini gortirtiz. (2.3.3) denkleminden X 2 degerlerinin, X’ = 2! 4+ ex"'nin
R(&)-holomorfik fonksiyonlar: oldugunu gériiriiz (bakmiz, Ornek 2.1.1 ve [14]). Boylece,
dogal integrallenebilir regiiler p-yapisina sahip 7(M,,) tanjant demeti, R(e)-holomorfik

X, (R(e))-manifoldunun reel modelidir.



3. GEREC VE YONTEM

3.1 Afinor Alanlarina Gore Piur Tensor Alanlar:

M, sonlu n-boyotlu C'*°-manifold olsun. M {izere F(M) tizerinde (r,s)-tipli tiim C*°-
tensor alanlarimin modiilii S7 (M) ile isaretlensin. Burada F'(M), M {izerinde C*°—fonksi-

yonlarin cebiridir.

Tanim 3.1.1 ¢, M iizerinde afinor alanz yani ¢ € S7(M) olsun. (r, s) tipli t tensor alanz
1 2 T
her X1, Xy, ..., X, € S§(M) ve £,&,...,£ € SVUM) igin

T

1 2 1 2 r
t<90X17X27"'7XS;€7£7"'75) = t<X1790X27"'7XS;€7£7'"75)

1 2 r

= T,(Xl,XQ,--.,@Xs;gaga"’?
1 2

= t(X1,X2,--.,Xs§/SO€>£7
2

§

1
= t(XhXQ; ] 7Xs;€7/90

) (3.1.1)
6
i)

r

1 2
- t<X17X27"‘JXS;§7§7"'7S0§>

sartin1 saglarsa t tensor alanina ¢’ye gore piir tensor alani denir. Burada ¢’ operatorii
©'nin adjoint operatoriidiir:

(POX) = E(pX).

0 0
xt 2% ... 2", M’de lokal koordinat sistemi olsun. (3.1.1)de X; = — ..., X, = —
Ox™ Ox's
1 I . .
ve § = dr”, ... & = dr’ yazarak, piir tensér alanlarini, ¢} ve ] bilesenlerine gore
Ji-Jr oom o gj1edr , omo _ 4Jie g omo_
Cineis iy = biymeisPin = -+ = biyigrom®Piy, = (3.1.2)
mja...Jr J1 Jim...gr jQ _ _ J1j2...m ]
bivis P = Ui P = - =605 P

seklinde ifade edilebilecegini gorebiliriz. Vektor, kovektor ve skaler alanlarini piir tensor

alanlar1 olarak diigiinecegiz.

Piir tensor alanlar: [1], [?], [11], [17], [19], [?], [26-28], [38], [40], [43-45, 47,48, 58-60, 63—
65], [67], [70], [74], [75], [78] ¢alismalarinda farkli agilardan galigilmigtir.

Ornek 3.1.1 ¢ € $(M), (1,1)-tipli piir tensér alam olsun. O halde (2.1.11) ifadesini

p(tX) = t(pX)

olarak yazabiliriz.



c c
Boylece, (pot) X = <gp ® t) X = ¢(tX) (®, C kontraksiyonu ile tensor ¢arpimidir) olmak
lizere, t € S1(M) ve p € SH(M)
pot=toyp (3.1.3)
degisimli olma gartini saglarsa, t’ye, ¢’ye gore plirdiir ve tersine ¢’ye, t’ye gore plirdiir

denir.

(3.1.3)’den kolayca gorebiliriz ki, ¢’'nin kendisi ve I birim afinor alani piir tensér alanlarina
ornekdir. Ayrica (3.1.3)’den, ¢ regiiler afinor alani ise yani det(gpé«) # 0 ise, bilegenleri

¢’'nin ters matrisinin elemanlar1 olan ¢! afinor alan1 da piirdiir.

Ornek 3.1.2 g = (9i5), p = (goé), ! transpoz matrisler olmak iizere

v'g = gp, (3.1.4)

matris esitligini alahm. (3.1.4)’den ve (3.1.2)’den dolay1 g € SY(M) tensor alanmin piirlitk
sartini
Gim®; = GmjP;.

seklinde elde ederiz.

Not 3.1.1 g, Riemannian metrigi oldugunda ¢ (¢ X,Y) = ¢ (X, ¢Y) sartin saglayan ¢

lineer operatoriine self adjoint dendigini hatirlatalim.

(3.1.1)’den, K ve L’nin her ikisi (r,s) tipli plir tensér alani ise, K + L ve fK (f €

F(M))nin da piir tensor alani oldugunu soyleyebiliriz.

¢ afinor alanina gore M tizerindeki (r, s) tipli biitiin piir tensor alanlarinin modiilii S‘:Q(M )
ile igaretlensin. A pozitif tamsayisin sabitleyelim. K ve L sirasiyla (p1, q1) ve (p2, ¢2) tipli
pir tensor alanlar ise,

K& L= (K pe |)
kontraksiyonuna sahip K ve L tensorel carpimi da yine piir tensor alamidir. Sadelik

acisindan, K € SH(M) ve L € SY(M) oldugu durumun ispatim yapacagiz. Gergekten,
X,Y € $3(M) igin

(K& L)(X,Y) = K(L(pX,Y)) = K(L(X,pY)) = (K & L)(X, ¢V

oldugu goriiliir.



* * C
K € QP (M) ve L € 3P2(M)'nin piir ¢arpimini (® veya “o” ile isaretlenir) tanmimlayarak,

\*CE(M ) =D ramo S4(M) direkt toplamini R reel sayilar iizerindeki cebire doniistiirelim:

Ku...mx-..mlLg:::xi._.sm f07“ A< P1,q2 ()\, Spt),

1o
$ kL) > (ko) = | TG s L for i < paar (. spt),
O forp1:07p2:07
0 forq, =0, g2 =0.

(Burada spt; sabitlenmis pozitif tamsay1 demektir.) Ornegin, K = X € SY(M) ve L €
c
Ay (M) g—form olsun. O zaman ¢x L i¢ ¢arpimi ile X ® L piir ¢arpim cakisir.

3.2 Tachibana Operatorleri

Tanmim 3.2.1 [63] ¢ € (M) ve S(M) =377 _S5(M), R {izerinde tensor cebiri olsun-
lar. ¢, : %(M ) = (M) doniistimii agagidaki sartlar saglarsa M iizerindeki ¢, —operato-

riine Tachibana operatorii denir:

i. ¢y, sabit katsayilara gore lineerdir,

*

. Her r, s icin ¢, : SG(M) — 37,1 (M) seklindedir,
x c c c
. Her K, L € S(M) i¢in ¢,(K ® L) = (¢, K) ® L + K ® ¢, L seklindedir,

w. Ly, Y ye gore Lie tirevini gostermek tizere, her X, Y € S3(M) i¢in ¢,xY = —(Lyp) X
seklindedir,

v. yw=w((Y)= wQ%Y olmak tizere, her w € (M) and X, Y € S} (M) igin
Pox (yw) = (d(tyw)) (0 X) = (d(oy (w 0 ©)))(X) = (¢ X)(tyw) = X (1pyw)
seklindedir.
Not 3.2.1 Tamm 2.2.1’in (iv.) sikkindan
Pox¥Y = [pX, Y] = p[X, Y]
yazabiliriz. Herhangi f, g € F(M) igin

fX, Y] = fglX. Y]+ [(Xg)Y —g(Y /)X



oldugundan dolay1, ¢,xY, X’e gore lineerdir fakat Y’ye gore lineer degildir. Yani

(bcp(fX)Y = [ngX,Y}—QO[fX,Y]
= fleXY]=(YfloX —p(fIX,Y])+o(Yf)X
= f(pX,)Y]-¢[X,Y])
= fgbchY7
Dex (9Y) = g (dpxY) + ((¢X) 9) Y — (Xg) pY

esitliklerini yazabiliriz. Daha sonra, ¢,xY icin (¢,Y") X ifadesini yazacagiz.

3.2.1 (1,1) Tipli Tens6r Alanlarina Uygulanan ¢,—Operatorii

*

t € SH(M), yani t o p = ot olsun (bakimz Ornek 3.1.1). Herhangi Y € S}(M) icin

tY € S(M) ve Tamm 3.2.1'in (i) sikk ile

()X = ((6,) X)OY +1E (6,Y) X
= (6t) (X,Y) +1((6,Y) X)

esitligini yazabiliriz. (3.2.1)’1 kullanarak, Tamim 2.2.1’in (d) sikkindan

(¢wt) (X, Y) = (%ty) X -1 ((chpy) X)
= (—Lye+t(Lyp) X
= [X,tY] — @ [X,tY] —t[pX, Y]+ ¢t [X,Y]
= Q%t (X7 Y)

(3.2.1)

(3.2.2)

esitligini yazabiliriz. Q,; € S3(M) tensor alanina Nijenhuis-Shirokov tensor alani denir

[70]. Dolaysiyla agagidaki teoremi yazabiliriz.

*

Teorem 3.2.1 ¢ € S}(M) olsun. O zaman ¢,t Nijenhuis- Shirokov tensor alamdir. top =

@ ot egitligi, ¢ = ¢ olmasi durumunda direkt saglandigindan, (3.2.2)’den

(9o0) (X,Y) = (—Lovo+e(Lyp)) X
= N,(X,Y)

esitligini elde ederiz. Burada N, , ¢ den olusturulan Nijenhuis tensor alamdir [39].

O halde asagidaki teoremi yazabiliriz.
Teorem 3.2.2 N, , ¢'nin Nijenhuis tensor alan ise, o zaman
N, = ¢<p§0

olur.



top # pot, yani t ¢ (M) olsun. Bu durumda ¢t tensor alani degildir. Bu durumda,

¢ ve t nin agagidaki sekilde S,,; burulma tensoriinden konusabiliriz [39], [70]:

(@pt + drp) (X,Y) = [pX tY]+ [tX, Y]+ ot [X, Y]+
+tp [ X, Y] — o[ X, tY] — p[tX,Y] —t[X, Y] —t[pX,Y].

Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.2.3 ¢,t € S{(M) olsun. to ¢ = @ ot plrlik sartim saglamayan @, t + ¢y
ifadesi (1,2)- tipli S, tensér alanim tanimlar. Burada S,¢, ¢ ve t nin burulma tensor

alanidir.
(3.2.2)'nin ifadesinden ve Teorem 2.2.3’den agagidaki sonucu yazabiliriz.
Sonug 3.2.1 ¢, purlik sartin saglamayan (1,1)-tipli tensor alani olsun. O zaman

S@,t<X7 Y) = le,t(Xv Y) - Q@,t(yv X) + (90“' - t(p) [Xv Y]

olur.

Basit bir hesaplamayla, her ¢, 1,y € S}(M) ve X,Y € S{(M) i¢in, [ birim afinor ve

Qu)y X = (Quet Y) X=Q,, (X.,Y),

C
(tl © Q%b)(}qy) = h® QW&) = Q%tz (X, tly) )

(X,Y)

(Qcp,m o t2>(X’y) - tQ(ng,tl (X’ Y))

olmak iizere
i. oI =0,
ii. pp(tY) = (Qui)y +1o(0,Y),
iii. (¢ut) (X,Y) = Qus (X,Y) = —Qup (Y. X) = — (drp) (Y, X),
W. Qutioty = Qopty 02 + 110 Qo ity

v. Q%WOQ = N@ © t2 + ()0 © Q(Pzt2

esitliklerini yazabiliriz.



3.2.2 s>2I¢in (1,s) Tipli Tensor Alanina Uygulanan ¢,—Operatorii

t € SL(M), yani
(t(Y1,Ye, ..., Ys)) = t(pY1,Ys,...,Y))

= (M, Y2,...,9Y))
olsun. Tanim 3.2.1'in (4i.) ve (4v.) siklarin kullanarak

(Ppt)(X, Y1, Y, ..., Y) = (gb@(t(iﬁ,YQ,...,}@)))X (3.2.3)

—Z (Y1, Y,y (0,YA) X, YY)
esitligini yazabiliriz. (3.2.3) ifadesi M’deki dogal koordinat sistemine gore

h m m
((b@t)kjl,,,js = Pk 8 t;ﬁ gJs h aktjl Js tjl Js mQOk + thl...m...js Agpk (324>

bilegenlerine sahiptir.

Not 3.2.2 Ozel durumda, t € I5(M) olsun. (@t)yj, 5, 1IN, Kk, j1 ve jo'ye gore alternas-

yonunu kullanarak (¢t ) ‘nin, ¢'nin piirliikk sart1 olmadan (1, 3)-tipli bir tensor alaninin

[kg152]
bilegenleri oldugunu temel tensér hesaplamasiyla kontrol edebiliriz [85].

T.J. Willmore [84] gostermistir ki, (gf)(pt)?kjm] bilesenlerine sahip tensor alani Slebodzins-
ki [72] tarafindan verilen tensor alam ile ¢akisir ve ¢ = N,, ¢? = —id oldugunda Sle-

bodzinski tensor alani sifira esittir .

3.2.3 1-Forma Uygulanan ¢,—Operatori

w € JY(M) olsun. Tamm 3.2.11 kullanarak, w o ¢ 1-formu

(wop)V = ('pu)Y = (WS @)Y =w(pY)

ile tammlanmak {izere, herhangi bir X, Y € S € (M) igin

(Pppw) (X,Y) = (dpxw)Y
= Ppx (tyw) — w (PuxY)
= (pX) (yw) = X (tpyw) +w ((Lyp) X)
= (Lexw—Lx(woy))Y

(3.2.5)

esitligini yazabiliriz. (3.2.5)’den, ¢, w € SY(M) tensor alaninn, dogal catiya gore

(¢sow)z‘j = ;" Omw; — 0; (wm‘p}n) + wmd; ;"



bilegenlerine sahip oldugunu gorebiliriz. ((bww) . genelde 7 ve j'ye gore anti-simetrik
degildir. ((bww)[ij] tensor alani, Frolicher ve Nijenhuis tarafindan tanimlanan tensor alani

ile cakigir [14], [39].

Teorem 3.2.4 w tam (exact) 1-form olsun. w € Kergy,w olmas icin gerek ve yeter sart

w o @ birlegimli 1-formunun kapali omasidir.

Ispat. w € SY(M) olsun. Her X,Y € S} € (M) ve w € S9(M) icin
(dw) (X,Y) = %{X (w(Y)) = Yw(X) —w (X, Y])}

ifadesini kullanarak [22],

(@)(¥,0X) = ¥ (w(eX) ~ (eX)() ~ (Y oX)}
= S {Yex) - X)) +eleX YD)} (326)
= S{Y ) - (X)) +u(leX, Y]

esitligini yazabiliriz. (3.2.5)’den
(6p) (X, V) = (9X) (@ (V)) = X (w (9V) —w ([pX, Y] — 0 [X,Y])  (3:27)
esitligini yazariz. (3.2.7)'1 (3.2.6)’da yerine yazarsak,

(@)(Y,0X) = 5{ = (0u)(X,Y) + Y(w(eX)) = X(@(pY) + w(e[X, Y] }
(640) (X,Y) +Y (w0 9) (X)) = X((wop)(¥)
~(wo ([, X))}

(0pw)(X,Y) + (d(w o 9))(Y, X)

(-
2
3
2
1
2
esitligini elde ederiz. Buradan da ¢, w = 0 esitliginin,
(d(woy)) (Y, X) = (dw) (Y, pX)

egitligine denk oldugunu goriirtiz. Burada w = df igin

(d(df o 0)) (Y, X) = (d°f) (Y, 0X) = 0

seklinde yazabiliriz. Yani df o ¢, kapal 1-formdur.



Teorem 3.2.5 w € S (M) ve ¢* = —id olsun. wop € Ker ¢, olmasl i¢in gerek ve yeter

sart w € Ker ¢, olmasidir.

Ispat. w yerine wo ¢ ve X yerine X yazarsak, (3.2.5) denklemi

(9 (Wo ) (pXY) = (Lyax (wop) — Lyx (wop?)Y
— —(LX(wogp)+L¢Xw)Y
= —(Ppw) (X,Y)

veya

(9 (Wo ) o) (X,Y) = = (dpw) (X,Y)

seklini alir. Buradan da det ¢ # 0 oldugundan dolay1 ¢, (w o ¢) = 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter sartm ¢,w = 0 oldugunu goriiriiz.
Sonug 3.2.2 w € SY(M) ve w € Kerg, olsun. ¢? = —id ise w o N, = 0 olur. Burada

(woN,) (X,Y) =w (N, (X,Y)) seklindedir.

ispat. Teorem 3.2.5 ve
by (wo @) = (ppw)op+woN,

formiulinden istenen elde edilir.

3.2.4 s> 2Icin (0,s) Tipli Tensor Alanina Uygulanan ¢,—Operatorii

Teorem 3.2.6 w € V(M) olsun. O zaman

Pox (W (Y1, Ye)) = (0X) (w(Yr, .. YS)) = X (W (pY, -, Vi)

esitligi gecerlidir.

Ispat. Wyy.. Yer Wys,.v, (Y1) = w(Y,Ys, ..., Y) olacak sekilde 1-form olsun. Tanmm
(3.2.1)’in (e) sikkindan
¢90X (W(Yiv7}/;)) = ¢

X
X) (v wyy,..v.) = X (toniWys,... 12 )
X) (W(Yvh?YVS))_X(w(SOleaYrZ:a}{S))

w(pX,Y) =w(X,pY) (3.2.8)



alalm. (3.2.8)'i gozoniinde bulundurarak, Teorem 3.2.6 ve ¢, xY = — (Lyy) X esitli-
ginden,
(0pw) (X,Y,Z) = dpx (W(Y,2)) =w(pxY, Z) —w(Y, 0px 2)

(0 X) (w (Y, 2)) = X (w (@Y, Z)) + w (Lyp) X, Z) + w (Y, (Lzp) X)
= (Lgxw—Lx (wo ) (Y, 2)

(3.2.9)

esitligini yazabiliriz. Burada w o ¢ tensor alani

(wop) (X,Y) = w(pX,Y)
ile tanimlanir.
Not 3.2.3 Burada not edelim ki, w € i‘:g(M ), simetrik (antisimetrik) piir tensor alam ise
0 zaman w o @ € E‘:g(M )’da simetrik (antisimetrik) piir tensor alanidir.

(3.2.9)'dan, ¢,w € IY(M) tensor alam dogal catiya gore
(%W)kij = 0" Om0ij — Ok (w o 90)7;j + Wi 0505 + wim ;05"

bilegenlerine sahiptir. Burada

(Wo @)y = wWmjp; = Wim@p;' (3.2.10)

seklindedir.

(¢pw)y ifadesi (3.2.10) piirlik sart: olmadan (0, 3) tipli tensér alanimim bilesenleridir. w,

2-form ise, o zaman (gbww)[kij], Frolicher ve Nijenhuis tarafindan tanimlanan tensor alani

ile gakigir [14], [39].

we [UM), s> 2 ise Teorem 3.2.6’y1 goz oniinde bulundurarak
((b@w)(X?}/l77}/S) = qb@X(w(}/l?"';}/S))_Zizl(}/la"‘7¢<ﬁxy)\7"'7}/s>

(3.2.11)

esitligini yazabiliriz. Burada w o ¢

(o) (Vi,....Ys) = w(p¥y,Ys,...,Y))

= w(Yy, Yo, ..., 0Y)

ile tanimlanir.

(3.2.11)’1 kullanarak Teorem 3.2.5’in ispatin1 benzer sekilde yapabiliriz.



Teorem 3.2.7 w € SY(M), s > 2 ve ¢* = —id olsun. wo ¢ € Kerg, olmasi i¢in gerek

ve yeter sart w € Kerg, olmasidir.

Sonug 3.2.3 w € SYM), s > 2 ve w € Kerg, olsun. ¢? = —id ise w o N, = 0 olur.
Burada (wo Ny,) (X, Yr,...,Ys) =w (N, (X,Y7)Ys,...,Y) seklindedir.

3.2.5 (r,s) Tipli Tens6r Alanina Uygulanan ¢,—Operator

*

teQY(M), r>1, s> 1olsun. (0,s) tipli te1 2 ¢ € C‘O(M) tensor alanimin bilesenleri

S

(t§17£2 77777 ér) 112---Js = ;11 ;2511512 te 51,7«
12
olmak {izere piir tensor alani ter g2 e (Y1, Ys,...,Y) =t (Y1, Ya, ..., Y, 61, €%, ....¢&) ile

tammlanir.

Teorem 3.2.6’ya gore

qbgoXt(}/la-'-a}/;vglaéaw"vgr) = Cbchtfl ..... fT(Y17)}/:9)

= (pX)t(Y,...,Ys, &N ... &)
—Xt(pYy,..., Y, &)

esitligini buluruz. O halde ¢,x&" = L,x&" — Lx (§* o ) (bakimz (3.2.5)) esitligini kul-
lanarak, t € ST(M), r > 1, s > 1 icin ¢,t tensor alani ile (r, s 4 1) tipli tensor alan
(qscpt)(XaYla"'7}/87517"'7§T) = (gbcht)(}/la"'7)/&51)"'757,)
= ¢oxt(Yy,..., Yy, &€ (3.2.12)

_Zt(}/la--'7¢¢XYA7---a}/;7£17"'75r)
A=1

ile verilir.

(3.2.12) egitliginde X = 0, Y\ = 0),, &* = da™, A = 1,...,s; p = 1,...,r almarak,

z', ..., 2" lokal koordinat sistemine gore ¢,t nun (gbwt)zlllj’; bilegenleri

(Gt)iiil, = R Omty 7 — Ot o Q)i 7+Z PR L (3:2.13)

esitligi ile ifade edilebilir. Burada

ede 4810 _ 4i1.dpm m.. e 41 __ _4i1..m iy
(tOgo)jlij =t o = =t e = o = =t o



seklindedir.

(3.2.13) operatoriinii ilk olarak Tachibana tammlamigtir [74]. Bu tiir operatorler ve
cebirsel yapilar kullamlarak onlarm genellestirmeleri [20] [?], [43], [44], [67], [70], [75]

caligmalarinda ¢aligilmigtar.

3.3 Vishnevskii operatorleri

V’min M {izerinde lineer konneksiyon oldugunu kabul edelim ve ¢ € $7(M) olsun. Tanim

2.2.1 (d) sikkin1 her XY € S3(M) igin
(d)hoxY = VoxV — ¢ (VxY)
ile degistirebiliriz. O zaman agagidaki gibi yeni bir operator aliriz.

Tanim 3.3.1 M {izerinde Vishnevskii operatorii veya 1), —operatorii, Tanim 2.2.1'in (a),

(b), (c), (e) sartlarmi ve (d') sartim saglayan v, : %(M) — (M) doéntigiimidiir.

Not 3.3.1 V konneksiyonunun tamimina gore, ¥, xY 'nin X’e gore lineer fakat Y ’ye gore

lineer olmadigini kolayca gorebiliriz. Bundan sonra v¢,xY yerine (1,,Y") X yazacagz.

3.3.1 s> 0 Icin (1,s) Tipli Tensoér Alanina Uygulanan ,—Operatorii

t € SYM) olsun. t(Y1,Ys,...,Y,) € (M) oldugu igin, Tamim 3.3.1’i kullanarak
(wcht)(}/b}/QavY;) = (’lvbtpt)(Xa}/lv}/?va}/:@)
= wipXt(}/vlu}/Q??}/;)

= Vi (R YA)X, LY
A=1

(hoxt) (Y1, Yo, ..., Ys) = (Voxt)(Y1,...,Y)

+D t(V,. ., Vax Y, V)
A=1

_QDEVXt)O/h oY) (3.3.1)
—o(} t(Vi,...,VxYy,....Y2)
A=1



yazabiliriz. ¢ piir tensor alani oldugu icin

S

@(Zt(}q77VXYA77}/;>> = Zt(}/’h?gp(vXY)\)a?}/s) (332>
A=1 A=1

esitligi yazihir. (3.3.2)’u (3.3.1)’de yerine yazarsak,
(Vo t)(X,Y1,...,Y)) = (Voxt—o(Vxt)(V1,...,Ys)
+it(Y1, o Vox Yy —o(VxYy), ..., Ys)
A=1
esitligini elde ederiz. Boylece
(hot) (X, Y1,..., V) = (Voxt — o (Vxt) (Yi,..., V) (3.3.3)
olur. (3.3.3)’den agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.3.1 ¢ € (M) olsun. Vit = 0 olmasi durumunda ¢ € Ker,, olacak.

3.3.2 (0,s) Tipli Tensor Alanina Uygulanan v,—Operatorii

) = )
(;;X)(Lyw) - X(Zoyw) —w (V@XY — (ny)) (3.3.4)
= (Vexw —Vx (wop)Y

yazabiliriz. (3.3.4)’den, ¢,xw = V,xw — Vx (w o ¢)'nun 1-form oldugu goriiliir.

w e SY(M), s > 1 olsun. Teorem 3.2.6’y1 kullanarak benzer yontemlerle

(wtpw) (Xa}/laa}/s) - (1,/150)(00) (E,,n)
= w‘PX(’U(}/i""’}/;)_Zizlw(iflw--yw@XY)\;---;Y;)

yazabiliriz. Boylece
(Yow) (X, Y1,...,Yy) = (Voxw — Vx(wo ) (Vi,...,Ys) (3.3.5)
olur. (3.3.5)’den agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.3.2 w € SY(M) olsun. Vw = 0 olsa bile w ¢ Keri,.



3.3.3 r>1I¢in (r,s) Tipli Tens6r Alanina Uygulanan 1),—Operatorii

*

t € Q7(M) olsun. Benzer yontemlerle (bakiniz boliim 2.2.4)

(V) (X, Y1, . Y, € €)= abuxt(Y, ..., Y, &Y€) (3.3.6)

=D (Vi exYa, - Y 66
A=1
yazabiliriz. (3.3.6)'da

tY1, .., Y & VxE = Vx(Eh o), ..., &)
= t(V1,..., Y, 8 Vex& — (Vx&) op — o Vxp, ... )
= t(Yh,..., Y, & Vox& — oVx&H ... €
—t(Y1,..., Y, & o Vxp,. .., £

ifadesini yerine yazarsak

<w§0t)(X7 YL ce 7Y37£17 to 7£T) = (V@Xt - VX(t © 90))(}/17 te 7}/87517 v 7£T)(337>
+Zt<}/17'“7}/57517"‘7§#OVX907"'7§T>
pn=1
elde edilir. Vi = 0 olsun. O halde (3.3.7)’den
Qﬂ@Xt = vth - (th) oY (338)
esitligini elde ederiz. (3.3.8)’den, ¥,t'nin {0;} dogal catisina gore
(Gat)iiily, = PRVt — PRVt 2"

bilegenlerine sahip oldugunu goriiriiz.

(3.3.8) operatorii, integrallenebilir o—yapilar i¢in ilk olarak V.V. Vishnevskii [76] tarafindan

tanimlanmigtir.

¢ afinor alanina sahip manifoldda V¢ = 0 ise V konneksiyonuna ¢—konneksiyon denir.

Teorem 3.3.3 V ¢p—konnesiyonunun burulma tensorii piir ise, her t € % (M) igin ¢, xt =

Y, xt olur.



Ispat. Vo = 0 ve ¢T (X,)Y) = T(pX,Y) = T(X,9Y) olsun. Burada T'(X,Y) =
VxY — VyX — [X,Y] dir. Tanim 3.2.1in (d) sitkkindan ve (d’) den

¢<pXY = - (LYQO) X

[P X, Y] — p[X,Y]

V¢XY — VngX — T( X, Y)
VexY — o (VxY) = (Vo) (Y,
VexY — ¢ (VxY)

= 1/}4,0XY

X)+ @T(X7Y) T(wX,Y)

yazabiliriz. Sifir burulma tensorii piir oldugundan herhangi bir burulmasiz p—konneksi-

yonu icin ¢,xY = 1,xY olur.

3.3.4 Piir Konneksiyona Uygulanan ¢,—Operatori

¢ € 31(M) ve V burulmasiz p—konneksiyon, yani Vi = 0 olsun. Bu durumda ¢’nin
integrallenebildigi yani, ¢ = (gog) matrisinin her x € M nin U, koordinat komgulugundaki

belli holonomik dogal catida sabit forma indirgenebilecegi bilinir.

V burulmasiz ¢—konneksiyon ise V’'nin bilegenleri Ffj olmak tizere adapte olmusg lokal

koordinatlara gére Vi = 0’dan

k
Ihol =Tk et =Tk (3.3.9)

yazabiliriz. Bu konneksiyon ¢’ye gore piir konneksiyondur [?], [98].

Rile X,Y,Z € $(M) icin S3(M)’e ait olan
R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixy 2

seklinde ifade edilen V piir konneksiyonunun egrilik tensoriinii tanimlayalim.

©’yi Ricci 0zdesligine uygulayarak

Vx (Vyp) Z2) = Vy (Vxp) Z) = R(X,Y)pZ — ¢ (R(X,Y)Z)+ (Vixyip) Z
+(Vye) (VxZ) = (Vxp) (Vv Z)

esitligi elde edilir. Vo = 0’dan
pR(X,Y)Z = R(X,Y)pZ

bulunur. Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.



Teorem 3.3.4 ¢ € S}(M) olsun. V, ¢’ye gore piir konneksiyon ise her XY, Z € (M)
icin

oR(X,Y)Z =R(X,Y)pZ (3.3.10)

yazilir.

Teorem 3.3.5 ¢ € SH(M) ve V, p’ye gore piir konneksiyon olsun. V' R egrilik tensor
alaninin ¢’ye gore piir tensor alani olmasi icin gerek ve yeter sart her XY, 7 € Kery,
icin

Yox (VyZ) =VuoxVyZ —p(VxVyZ) =0

olmasidir.

Ispat. X,Y,Z e Kery, (bakimz (d')) ve
Yoy X = by X = — (Lxg)Y =0(Vp =0, T(X,Y) = VY — Vy X — [X,Y] =0)

oldugundan,

R(X,¢Y)Z = VxVyZ—-VoyVxZ—VixZ

Vxo (VYZ) - V@YVXZ - V(Lxgp)Y—HpLXYZ

@ (VXVYZ — Vyvxz — V[Xy]Z) + (Y2 (Vyvxz) — V¢yVXZ
= QOR (X, Y) 7 — wsoY (VXZ)

yazariz. Boylece
R(X,0Y)Z = pR(X,Y)Z — b,y (VxZ) (3.3.11)
olur. R(X,Y)Z =—-R(Y,X) Z oldugundan dolayi, (3.3.11)’den

= —oR(Y,X)Z + vux (Vy2) (3.3.12)

yazariz. (3.3.10) - (3.3.12)’den, V piir konneksiyonunun R egrilik tensoriintin piir olmasi

icin gerek ve yeter sart her XY, Z € Keriy, igin

Yox (VyZ) =0

olmasidir. Boylece Teorem 2.3.5 ispatlanmig olur.

(3.3.12)’den
Yex (VyZ) € S3(M)

oldugunu goériiriiz. Bu yiizden, bundan sonra ¢,x (VyZ) i¢in (¢,V) (X,Y,Z) yazarz.
Burada

(Y, V)(X,Y,Z) =V oxVyZ —p(VxVyZ)



seklindedir. Bdylece 9,V, V piir konneksiyonuna uygulanan ,—operatoriidiir (veya

¢,—operatoriidiir).

V piir konneksiyonu Kahler-Norden manifoldlarinin konneksiyonu ise, otomatik olarak

1,V = 0 sartinin saglandigini gorecegiz (bakiniz Boliim III).

3.4 Regiler II-Yapiya Gore Pur Tensorler

(1,1) —tipli ¢ tensor alaninin regiiler IT—yapisina gore piirliik sarti, her ¢ € II igin lokal
koordinatlarda
o =ty (3.4.1)
sartinin saglamasi anlamindadir. ¢ = ua, j = v, m = wo ve Y = (6}]‘ fy“ﬁ) yazarsak,
v

(3.4.1)'den

fwo Su (la _ yua gu Yo ’
vB Yw yo wo v Yy (342>
B30, = 115C5,

g

buluruz. e (1 = &Peg) ile kontraksiyonu ve (3.2.1)’i kullanarak, (3.4.2)’'den S = tugeh

v
olmak tlizere

19500, = 1 CT,eP = 11257 = 1o

vo Uy

veya
£ = i = QO (3.4.3)

vazariz. Boylece, t € I (M) piir tensor alam (3.4.3) formuna sahip olur.

Tersine (3.4.3)’den, Slar keyfi fonksiyonlar ise (1,1)-tipli ¢ tensér alan: piir olur. Gergekten,

(3.4.3)’yi (3.4.1)’de yerine yazarsak

o
S o suce, = Su Co ey, 344
(\au o « « o o
Sy ( eﬂc'ya T VYeo 75) =0

buluruz. 2, degigimli (C,C%, = C%,C%,) oldugundan (3.4.1) denklemi S keyfi fonksi-

yonlar1 i¢in saglar.

Boylece, (1,1)-tipli ¢ tensor alaninin regiiler II—yapisina gore piir olmasi igin gerek ve

yeter sart ¢'nin é keyfi fonksiyonlar: i¢in (3.4.3) formuna sahip olmasidir.



g € SY (M) oldugu durumda, benzer yomtemlerle, (0,2)-tipli g tensor alanimin piir olmasi
icin gerek ve yeter sart ¢ nin &, keyfi fonksiyonlari igin
9ij = Guovs = %uvo'cg

formuna sahip olmasidir.

*

G € $2 (M) oldugunda durum ¢ok daha zordur. G'nin piirliik sart1 her ¢ € I igin
G™ ey, = G,
ile verilir. Benzer sekilde
G“"“/BCXY)‘(7 = G“O‘WC:?U (3.4.5)

yazilir. A, ile (3.4.5)"in kontraksiyonundan sonra .5 = \,C; olmak iizere
QO'yoGuUUIB — QW 050 (%uv _ Gucwo/\a> (346)

yazilir.

Det (pap) # 0 ise, yani 2(,,, Frobenius cebir ise, (3.4.6)’dan

tij — tucwﬁ — %oi-w o

B
@ b (3.4.7)

¢Oztimi elde edilir. Tersine, (3.2.3)’e dayanarak (3.4.7)'den S keyfi fonksiyonlar ise G' €
32 (M) tensor alam piir olur. Boylece G € 2 (M) oldugu durumda 2L, cebiri Frobenius

cebir olmak zorundadir.

Genelde, t € Q7 (M) oldugu durum i¢in 2, uzayinda
I [e% Qg2
B,glﬁQmﬁs - 5{101 32102 T Cﬁsfws(s > 2)’
(0% —_ (6% o (6%
B\, = Chip,0 B = 05
Kruchkovich tensorleri dahil edilir[?]. 2, @ap metrigine sahip Frobenius cebiri ise, o

zamarn

e 7 r A )\r— r—
Bgllﬁaé o Bgl---ﬁsAl---)\rflgp v T ()0 e 17
Boi-or — B?:...)\T_ﬁp/\lal o ()0)\7«—1011«—17
Bﬁl...ﬁs - Bgl...,é’s_lwaﬂs
yazilir.

Bg! 5" Kruchkovich tensérleri igin bazi ozellikleri ifade edelim:

By) Byl g", an ... ap ve By ... B, indislerine gore simetrik tensordiir,

A oay..0p Aaq...o o r1.Ts T1...Ts
B2) CUMBﬁl~~ﬂs - BHBLnBS ’CAMBgﬁlmﬁs - B)\/Jﬁlmﬁs’



oay...0 o ... O at...0p
Bg) Bﬁlﬂs )\U - Baﬂln-ﬁsg - Bﬁlﬂs '

By, By, Bs'tin ispatlan (3.2.1), (3.2.3) ve (3.2.5)’den kolayca yapilabilir.

Benzer sekilde, % adapte olmug U koordinat haritasinda keyfi fonksiyonlar olmak iizere

regiiler II—yapilarina gére (r, s) tipli t € Q7% (M) piir tensor alam

t’Ll’L»,- — % UL ... Ur Qg ...y
1..s V1Us By B ) (348)
(e = UaQa, Jo =1, a=1,....7, b=1,...,53)

formundaki bilegenlerine sahiptir.

2., cebiri Frobenius cebiri degilse, r = 0 ve r = 1 oldugu durumda (3.4.8) formiilii

dogrudur.

(3.4.8)’deki her bir piir tensor alani ile 2,,,’den

* UL Up __ g81..00 1 Bs _ g Ul...Ur
t = et e A A 1 €ar = S €o (3.4.9)

V]...Us J1--Js V1...Us

hiperkompleks degerlerini dahil edelim. Z wlotr (1, s)-tipli hiperkompleks tensér alaninin

Vg )

bilegenleridir. Yani

x ./ 4 * 1 * 1 % * *
Uy u u u v v, Uq...U
ttr =gt g g g g
V] .Uy 1 T vy Vg 1---Us

seklindedir. Gergekten, kolaylik acisindan r» = s = 1 alirsak, (2.2.7) ve (2.2.8)’den

X ’
tl,/ - tZ/

b=ty =S LTS Ut = ALTCeACT

B e’ vB
yazabiliriz. Burada (2.2.9)’dan dolay1

/
*U ,

-/
ty = t;,gﬁ €o
/ /

= tvlﬁlu O/Z‘:B Co/
! ’ !
= AVCL AFC e e
o uw'o A VB ua
= AL7A) e eatys
_ AU’U Avﬂ [au a
— u o €oCa ly ep
_ Au’a Avﬁ ]Eu
= u o Ly CoCBCe

st wv %

= Su Sv’ tg

seklindedir.

Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.



Teorem 3.4.1 II, M, tzerinde regiiler integrallenebilir II—yap1 olsun. M,,, tuzerindeki
(r,s) tipli ¢ piir tensor alanlar1t X, (2A,,) 2A—holomorfik manifoldunda z? hiperkompleks

tensorlerinin reel modelidirler.

Not 3.4.1 Z hiperkompleks tensor alanlar1 genelde 2l—holomorfik degildirler.

Sonraki boltimlerde, #'1n A—holomorfik sartlarinin reel modelini ¢alisacagiz.

3.5 Reel Koordinat Sisteminde 2A—Holomorfik Tensorler

2,,, Frobenius hiperkompleks cebir ve ¢ € ST (X, (2,)), X, (2,,) tizerinde hiperkompleks
tensor alani olsun. Boyle bir tensor alanimin reel modeli M, iizerindeki (r,s)-tipli ¢ piir
tensor alanidir. Genelde 2, 2A—holomorfik degildir. Tachibana operatoriinii kullanarak
reel koordinat sistemlerinde 2—holomorfik tensorlerinin gartlarini verelim. Yani asagidaki

teorem dogrudur [?], [63]:

Teorem 3.5.1 M,y iizerinde integrallenebilen regiiler II—yapisi verilsin. ¢ € QT (X, (Ay))
hiperkompleks tensor alaninin 2(—holomorfik tensor alani olmasi i¢in gerek ve yeter sart

t e (M) (7?’1n reel modeli) piir tensor alanimin ®,¢ Tachibana operatorii olmak {izere

denklemini saglamasidir.

Ispat. 2!, ..., ™ lokal koordinat sistemine gore ®,¢'nin (@@f) -t hilegenleri (3.2.3) deki

Ji---Js

gibi ifade edilebilir. Adapte olmus haritalarda(d¢’ = 0) (3.4.8)’e dayanarak (3.2.3)’den

(la = UaQa, Jo =Py, K =w7y, a=1,...;7, b=1,...,5)

UL . Uy o ULy

(q)ft)“lr = ma t“ i ak(tosp)“ = (Cg’yawﬂgvl‘..vs - Cc)y\o'awvgm...v )B,C\%l = O

J1---Js ak J1.--Js Ji---Js

yazabiliriz. Buradan ve Bj 6zelliginden (bakiniz Boliim 2.4), &4t = 0 sart1
O8 B & U1t = O, 00, §

sartina denktir. Bu sart X, (2,,)’den z* = 2"%%¢, lokal koordinatlarina gore t N

S olw e, nun A— holomorfikliginin Scheffers sartidir (bakiniz (2.1.15)). Béylece ispat

tamamlanair.



M,,,, tizerindeki regiiler II—yapisinin infinitesimal otomorfizmi Ly ¢ =0, a = 1,...,m,
olacak gekilde X vektor alamdir. Burada Ly, X € S (M,,,)’a gore Lie diferensiyellen-
mesini tanmimlar. Teorem 3.5.1 ve Tanim 3.2.1'in (d) sikkindan agsagidaki teoremi yazabi-

liriz.

Sonug 3.5.1 M,,, lzerinde integrallenebilir regiiler [I—yap1 verilsin. X € S (M)
vektor alaninin I[I—yapinin infinitesimal otomorfizmi olmasi i¢in gerek ve yeter sart X'in

A—holomorfik olmasidir.

Not 3.5.1 M,,, iizerinde integrallenemeyen regiiler [I—yap1 verilsin. ¢ € Ker @, ise, t'ye
hemen hemen 2A—holomorfik tensor alani denir. ¢

3.6 Pir Konneksiyonlar

Bu boliimde, regiiler I[I—yapinin her zaman integrallenebilir oldugunu kabul edecegiz.

Lokal koordinatlar ile, IT—yapiya gore adapte olmus koordinatlar anlagilacaktir.

V, M,,, iizerinde II—konneksiyon olsun. Yani her ¢ € II icin Vo = 0 olsun. zt,..., 2™

lokal adapte olmug koordinatlara gore ¢ bilegenleri sabit oldugundan dolay1
VQO =0« ka@] kj('pm (361>

yazabiliriz. Bolum 2.4’te geligtirilen ayni argiimanlar ile, adapte olmug U haritasinda

T —keyfi fonksiyonlar olmak iizere II—konneksiyonu

—TUe =7 C%(i=uw,j =08,k =wy) (3.6.2)

wyvs wyv 0'[3

formundaki bilegenlerine sahiptir. Gergekten, ¢ = ¢ (3.4.1)’dan, £ ile kontraksiyonu

kullanarak, vav =T 4”,m = te olmak {izere

wyv
uo te _ te
Fw’yta =T ’yvﬁ(‘p
Ov
ux _ U Yo
wyte“v O'ﬁ - 'yU,B(S Caa’
uQ _ ue B o
Fw'yva - 'yv,Bg C
_ «
- w'ysz-:o

elde edeziz. (3.6.2)’daki her bir II—konneksiyon ile 2,,,’den

* U ou

Tw = Tl 57 €0 = T, &€ (3.6.3)

wyv

hiperkompleks degerlerini dahil edebileriz.



Tanim 3.6.1 (3.6.3) hiperkompleks degerleri

Bl 92% 92v 0z° K 9%z 9z
W0z g 92 T T 920 9 Oz

konneksiyon sartlarini saglarsa, yani F X, (2A,,) de 6 hiperkomplek konneksiyon-

wv

larinin bilegenleri ise, II—konneksiyon olan V piirdiir denir.

Teorem 3.6.1 II, M,,, iizerinde regiiler integrallenebilir [I—yap1 olsun. M,,, tizerindeki

I1—konneksiyonunun piir olmasi icin gerek ve yeter sart (3.6.2)’deki 7 ey 1ATIT
T, =T 5,00 (3.6.4)

sartini saglamasidir.

ispat. F};j = [ V II— konneksiyonunun bilegenleri olsun. O zaman (SZ?/> =

wyvf3)
’ ’

(%) = (‘%u - ) matrisine sahip adapte olmus ¢atilarin uygun {0;} — {0, } doniistimiine

Ozt dzue
gore
o o
v’ O™ Qa7 Oz’ [ Dz Qav
o1

w'y' o' 8xua axw’w’ axv’g’ wyvf3 + axw’v’ axq,’ﬁ’ Opue

yazabiliriz. v ef e, ile kontraksiyonundan sonra, (2.2.7) , (2.2.8) ve (2.2.9)’dan dolay:

fw’v’ = FZ//(,);IIU/B/ 5"/ EB/ (Y
g o Y 0° B rua A B o v o 0 Y a v B
= Au CaaAw’CE’Y’A /Ceﬁ’rw’wﬁg e ey + Au Co’a(W(Av’CEﬁ')>E € Cw
veya
wu! cuw cw Y . 0 al
Fw’v’ = Au Aw’Av’eaeaé 6 Twm) wﬁ + A 605 (8$wl7/ (Av’))ea
U U yw o e v al
= S S'U/A’w w,yveg + S £ (81;11)/7/ (Av/))ea
esitligini elde ederiz. Burada S ﬁl = & St = g*":,, 2" = x"e, (bakiniz Bolim 1.3)
seklindedir. (2.1.17)’yi kullanarak,
0 oy, %2
' (m—=(A ¥))ea = ——
Oxw 0z 0zv
oldugunu goriirtiz. Boylece
o 82“/ 7, 02V 0 9224 92t
u AY, TV ept ——— 3.6.5
Fuy T 0z T g T g g’ 9au ( )

yazabiliriz. (3.6.5)’den, r v bilesenlerine sahip V'in X, (A,,) tzerinde hiperkompleks
0
konneksiyon olmasi igin gerek ve yeter sartin 7 'nun (3.6.4) sartii saglamasi gerektigini

kolayca gorebiliriz. Boylece ispat tamamlanir.



(3.6.4) (3.6.2) ve (3.6.3)'de yerine koyarsak, By ; Kruchkovich tensorii olmak iizere,

sirasiyla
T, =Tl =7 4,ChCoy =T 4, BS g (3.6.6)
ve
=7 4o (3.6.7)

elde edilir.

Boylece agagidaki sonuclar1 yazabiliriz.

Sonug 3.6.1 Piir V II—konneksiyonu adapte olmus koordinatlara gore (3.6.6) bilegenlerine

sahiptir.

Sonug 3.6.2 Piir V II—konneksiyonu (3.6.7) bilegenlerine sahip % hiperkompleks kon-

neksiyonunun reel modelidir.

Sonug 3.6.1 ve (3.4.8)’den, (1, 2)-tipli piir tensor alanlarinda oldugu gibi piir [T—konneksiyon

adapte olmus haritalara (plir burulmasiz konneksiyon i¢in, bakinz (3.3.9)) gore

ile tammmlanir. Fakat (1, 2)-tipli piir tensor alanlari (bakinz Boliim 2.4 ) ise keyfi haritalara

gore benzer bir denklem ile tanimlanir.

3.7 Pir I[I-Konneksiyonlarinin Burulma Tensorleri

S, V piir II—konneksiyonunun burulma tensorii olsun. By 5 = By, oldugundan (bakimiz

Boliim 2.4), (3.6.6)’dan

St = Ty =T (3.7.1)

esitligini yazabiliriz. Yani S piir tensordiir (bakiniz (3.4.8)).

Tersine, S’nin II—konneksiyonunun piir tensorii oldugunu kabul edelim. O halde (3.4.8)
den dolay1
7 U Ay a
Skj == Sw'yvﬁ =0 UIUB)\’Yﬁ (372)

esitligini yazarz. Diger taraftan, (3.6.2)’den

S = Ty =T (3.7.3)



olur. (3.7.2) ve (3.7.3)’den, €7 ile konrraksiyon yaparak
A A
i = (7 Lue” =7 1) O3
olup (3.6.4) sartinin dogrulugunu gostermis oluruz. Yani IT—konneksiyonu ptirdiir.
Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.7.1 V II—konneksiyonunun piir olmasi igin gerek ve yeter sart V'nin burulma

tensoriiniin pir olmasidir.

(3.4.9), (3.6.7) ve (3.7.1)’den dolay1 ptir IT—konneksiyonu i¢in
Swv = (g?vv - g:'u)eff = ltwv - ltvw

esitligini elde ederiz. Boylece asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 3.7.1 V II—konneksiyonunun piir burulma tensor alani % hiperkompleks konnek-
siyonunun hiperkompleks burulma tensoriiniin reel modelidir.
Tabii ki sifir tensor alani piirdiir. Dolayisiyla agagidaki sonucu yazabiliriz (bakimz Boliim

2.4)

Sonug 3.7.2 Burulmasiz V [I—konneksiyonu her zaman ptirdiir.

Ayrica Sonug 3.7.1 ve Sonug 3.7.2°den agagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 3.7.3 V burulmasiz II—konneksiyon ise o zaman (3.6.7) bilegenlerine sahip olan

*
V’'da burulmasiz konneksiyondur.

3.8 2A—Holomorfik Hiperkompleks Konneksiyon ve Onun Reel
Modeli

Burada ve bundan sonraki boliimde, piir burulmasiz koneksiyona uygulanan 1), —operato-
riinii kullanarak 2A—holomorfik hiperkompleks konneksiyonlarin reel modelini verecegiz

(bakimiz Bolim 2.3.4).

R, integrallenebilir regiiler [I—yapiya gore V piir burulmasiz konneksiyonunun egrilik

tensori olsun.



(3.6.6)’y1 kullanarak ve Kruchkovich tensorlerinin 6zelliginden

% _ U
jkl v Bwytd
_ {e uQ uQ ze uQ zE
- avﬂrwwté - aw’YFv,Bté + Fvﬂzs wytd T+ wyzet vptd (381)
o o o 0 . o 0 .
_ u @ u P u P« T u @ T
- avﬁ (th Ba'yé) - 810’)/ (Tvt BUB(S) + Toz Baﬁa Twt B@'y(s — Twz Ba'ys Tt BGB(S

o o o 0 o 0
_ u @ U\ Ro u T u T e
- (a’Uﬁ th)Bo*yé - (aw’Y Tvt)Ba,Bé + (TUCC Twt — Twa Tvt)Bo"yH/BJ

yazabiliriz. R’nin piir tensor oldugunu kabul edelim. O halde (3.4.8)’den

, A
;kl = Zgw’ytJ =P Zwt ?,B'yé (382>
yazariz. (3.8.1) ve (3.8.2)'den
P thB)\g»Y(; = (avﬂ th) o8 (aw,Y Tvt)Boﬁis + (Tvm Twt — Twaz Tvt)Bo”y@B(s (383)

elde ederiz. (3.8.3)'in ¢’ ile kontraksiyonundan sonra Kruchkovich tensérlerinin 6zelli-

ginden dolay1

« A
u o u o
aw'Y Tot = P thc)\’y (384>
olmak tizere
A P o a o 60 o 0 A
u a u o u u T u T @
P thC)\'y = £ (avﬂ th)ca'y - aw’}/ Tyt +(Tvx Twt — Twz Tvt)CJGO/\'y
a 5 A o 0 X o 0 Y
_ u u u T u T @
- _aw’Y Tot +(5 8’0,3 Twt + Toz Twt Co@ — Twa Tot Ca@) Ay
yazariz. Burada
A 5 A o 0 A o 0 A A
u U u T u T u
P vwt — € 8'0,3 Towt + Toz Twt Ca@ = Twz Tot Ocr@ =P vwt

seklindedir. (2.1.15)’den dolay1, sabit tutulmus u, v, w ve t i¢in (3.8.4) ifadesi, X, (2,,)’ den
2% = z"%, lokal koordinatlarina gore I'}, = 7%; eo nun A—holomorfikliginin Scheffers

sartidir.

Tersine, T, = 7% ¢4, A—holomorfik konneksiyon ise o zaman Teorem 1.1.1 (C, = C,) ve

(2.1.15)’den (3.8.4) sartin: elde ederiz. (3.8.4)"i kullanarak (3.8.1)’den

A A o 0 o 0 z
u u u u T u _x
vwt P wot P vwt + (Tvz Twt — Twaz Tvt)CUG

<>

olmak tuzere

7 U
Gkl T vBwytd

A A o 0 o 6
= (PthC;ﬁ) g’yé - (P Zwtcgv)Bgﬁ(S + (Tgx Ttaf)t - Tlfljm Tvxt)Bg'yGB(S (385)
A u « A u « % (?c ‘Z 9.70 A pRa
= PwvtB)\,B'yé - vatB)\’yﬁé + (Tvx Twt — Twz Tvt)CO'HB)\'yﬁé

_ u «a
- pthB)\ﬁ'y57



elde edilir.
Boylece (3.4.8) ve (3.8.5)’den, R'nin piir egrilik tensorii oldugunu goriiriiz.

Ozetle agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.8.1 %, X, (2,,) tizerinde hiperkompleks konneksiyon ve V’da onun M,,, iize-
rindeki reel modeli (piir konneksiyon) olsun. V'nin R egrilik tensoriiniin piir olmasi igin
gerek ve yeter sart % nin A—holomorfik konneksiyon olmasidir. [?], [78].

Diger taraftan, Teorem 3.3.5 ve Teorem 3.8.1’den asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.8.2 V, her 2A—holomorfik X, Y, Z vektor alanlar1t ve o = 1,...,m. igin

(¢£v)(X7K Z) = VfXVYZ - f(VXVyZ) =0

sartini saglayan piir konneksiyon olsun. Bu durumda boyle bir konneksiyon % 2A—holomor-

fik konneksiyonunun reel modelidir.

3.9 Piir Egrilik Tensorlerinin Bazi Ozellikleri

R, V € Keri, sartim saglayan V piir konneksiyonunun piir tensor alani olsun. (3.4.9)’i

kullanarak (3.8.1)’den

u o 1)
R vwt T Rvﬁw’ytég ele €a
P a 6' 0
_ u Y u o «a
= ¢ (8715 th)eOé € (aﬂW Tvt)ea + (Tvas th Twz Tvt)Cagea

yazariz. C%e, = e,ey oldugundan (2.1.17) ve (3.6.7)’den dolay1

* *
yazariz. Yani R, ['nin egrilik tensorudiir.

Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.9.1 V, 6 2A—holomorfik konneksiyonunun reel modeli olsun. R piir egrilik

tensortiniin R ¥ , hiperkompleks bilegenleri ¥V'nin egrilik tensortiniin bilegenleridir.

vwt



%, X, (2,,) tizerinde A—holomorfik hiperkompleks konneksiyon ve burulmasiz V’da M,,,
tizerinde onun reel modeli olsun. Teorem 3.8.1’den V'min R egrilik tensoriiniin piir

oldugunu goriiriiz.

R egrilik tensort piir oldugu icin, R’ye Tachibana qﬁ —operatoriinii uygulayabiliriz. V 4,0 =
0, a=1,...,m, (3.3.3) ve Teorem 3.3.3"i kullanarak

(Qb@R)(X:YL}/??}/S) - (VSDXR)(YLY%YE%) (391)
_SO(VXR)(YVM}/%}/E’)%X’}/I’YVQ’}%Eg(l)(Mm'r)

yazabiliriz. R'nin piirliigiinii kullanarak ve (3.9.1)’de Bianchi’nin 2. 6zdegligini uygula-

yarak
= _<VY1R)(}/2795X7}%) - (VY2R>(fX7Y17}/E’>)
_f(vXR)<}/l>}/271/?3)

elde ederiz. Diger taraftan, V¢ = 0 esitligini kullanarak

(VaR(PX.Yi¥s) = Viy(R(e X5 Y5) — RV X). Y0 o)
—R(f X, Vy,Y1,Y3) — R(f X, Y1,Vy,Y3)
= (Vy f)(R(X, Y1, Y3)) + f(VnR(X, Y1,Y3))  (3.9.2)
Ry )X + 9l X V1 35)
—R(fX7 Vy,Y1,Y3) — R(f X, Y1, Vy,Y3)
= f(VYQR(X>Y17Y3)) - f(R(VYQXJ/LYS))
B R(X. VY2, 8)) — 9 R(X. V2, V,Y2)
AV R)X L Y)

buluruz. Benzer sekilde
(VyiR)(Ys, 9 X, ¥3) = £((Vy, R)(Y2, X, Y3)) (3.9.3)

bulunur. (3.9.2) ve (3.9.3)’i (3.9.1)’de yerine yazarsak ve Bianchi’'nin 2. 6zdegligini tekrar

kullanirsak

@“6

<VY1R)()/27X7YE’>) - SO«VYQR)(Xa}/laYE’))
—P((VxR)(Y1,Y2, Y3))
—P(a{(VxR)(Y1,Y2)}, Y3)

I
Q‘S Q“S



esitligini elde ederiz. Burada o, X, Y] ve Y5 ye gore dongiisel toplami tanimlar. Bu yiizden,

Teorem 3.5.1 ve Teorem 3.8.1'den dolay1 agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.9.2 % 2A—holomorfik konneksiyonunun ;2 egrilik tensorii A—holomorfik ten-

sordir.

Ornek 3.9.1 » = 1 alahm. Yani I-boyutlu hiperkompleksin X;(2l,,) 2A—holomorfik

mani- foldunu diigtinelim. ©v = v = w = ¢t = 1 oldugundan, (3.8.1)’den 7= 71, olmak

uzere
Rj’kl = R%gmw
U A

= (0 18 7’11) (817 7_11>Bgﬂ§ + (711 71— T 711>ngﬁ5

= (816 7'11) (817 7'11>Ba,35 (3.9.4)

= (s T)Cas —(0,7)C5y

= (C¢ 785 7— 68 )C'(?‘E
yazariz.

Co057 = Coy0, 7 (3.9.5)

oldugunu kabul edelim. &7 ile kontraksiyondan sonra (3.9.5)’den

L T)Cop (3.9.6)

esitligini yazariz. Yani (2.1.17)’den dolay1, 7, x = 2%, € 2,,,’/nun A—holomorfik fonksiy-

onudur.
Tersine, 7 = 7 () A—holomorfik fonksiyon olsun. O zaman (3.9.6)’dan

ClopT = £(0,7)C5,CY

esitligini yazabiliriz. Yani (3.9.5) sart1 dogrudur ve (3.9.5) sart1 (2.1.15) Scheffers sartina
denktir. Boylece, 7 = 7 () A—holomorphic ise R;kl = (0’dir. Tersine, R = 0 ise, o zaman

(3.9.4)’den
0 = Rl,@l'ylég

esitligini yazabiliriz. Yani 7 = 7 (x) fonksiyonu 2—holomorfiktir.

O halde asagidaki teoremi yazabiliriz.



Teorem 3.9.3 M,,, X;(2,,) nin reel modeli olsun. X;(2,,) iizerindeki T="Te, bilesenle-
rine sahip % konneksiyonunun 2—holomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, reel mode-

linin lokal diizlemsel olmasidir.

Not 3.9.1 Ozellikle, 7= 74, = &° (1 = %, € A,) ise 0 zaman (3.6.6)’dan % = C
yazabiliriz. Yani M,,, Vranceanu uzayidir [82], [42].



4. KAHLER-NORDEN MANIFOLDLARI

4.1 Kahler Manifoldlarinda Temel Bazi1 Kavramlar

My, bir neutral metrige sahip Riemannian manifoldu olsun. ¢ € SH(My,), ¢? = —1
sartini saglayan afinér alaniyla birlikte My, manifoldu (Ms,, ¢) seklinde bir hemen hemen
kompleks manifolddur. Eger My, manifoldu C* smifindan manifold olur ve N, € 3L,
sifira esit olursa ¢ bir kompleks yapidir ve dahasi Ms,,, C' holomorfik manifolddur. X,,(C)
ile gosterilen ve bu manifoldun déntigiim fonksiyonuda holomorfiktir. N, = 0 sart1 Vo =
0 sartina esittir. Burada V burulmasiz afin konneksiyondur. (Ms,,¢) hemen hemen
kompleks bir manifold olsun. ¢ metriginin Norden metrik olabilmesi i¢in her XY, Z €
S (May,) igin[40]

9(pX, oY) = —g(X,Y) (4.1.1)

sartin1 yada buna esgit olan

g(PX,Y) = g(X,pY)

sartini saglamalidir.

Bu tarz metrikler anti-Hermityen, B metrik ve piir metrik olarak agagidaki makalelerde

cahgilmugtir. [76], [?], [43], [17], [3], [?], [5], [10], [11], [29], [73], [41]

Eger (Ms,, ), g Norden metrigi ile birlikte hemen hemen kompleks manifold ise
(Msn, ¢, g)’ye biz hemen hemen Norden manifold deriz. Eger ¢ integrallenebilir ise
(Msy,, ¢, g) hemen hemen Norden manifold, Norden manifold olur. X, (C) iizerinde t*
bir kompleks tensor alani olsun. Bu tensor alaninin reel modelide Ms,, lizerinde bir tensor

alanidir.

Bu tensor alanlar ¢’ye gore piirdiir ve ¢ogu yazar tarafindan galigilmigtir. (bakimz: [?],

[81], [47] [48], [59], [80])

Ozellikle w’ya uygulanan (0 — g)— tipli tensor alanlarmin piirliigi her Xy, Xs, ..., X, €

S (Ma,) igin agagidaki sartta verilir.
W(Qle,XQ, c. 7Xq) = w<X1, (,DXQ, c. ,Xq) = ...= (A)(Xl,XQ, ey (,DXq)

by : (M) — S0, (Msy,) seklinde w piir tensér alanina uygulanan yeni bir tensér alani



tanimlayalim. Bu ¢, operatorii w piir tensoriine uygulamsi[74], [75], [76], [81], [80], [85]

(gbww):(X?}q?}/?v"W}/q) = (SDX)(W(H’%’?}/Q))
X (W(Vh, Vs V) (4.1.2)
+W((Ly1@>X,YQ,...,}/q>

+. o+ wY,Ys, . (Ly,0)X)
ile verilir. Burada L,, L’ye gore Lie tiirevi gosterir.
My, izerinde ¢ bir kompleks yap1 oldugundan ve onun w tensor alani ¢ w’y1 sifirladiginda

X, (C) tizerindeki w* tensor alanina holomorfiktir denir. [?] Boylece X, (C') tizerindeki

w* holomorfik tensor alam her X, Y7, ..., Y, € S¢(Ma,)
(6pw) = (X, Y1, Yar...,Y,) = 0 (4.1.3)

denklemi ile M, tizerinde w piir tensor alani seklinde realize olur. Bu yiizden M,

uzerindeki w* tensor alani holomorfik tensor alani olarak adlandirilir.

Tezimizin bu bolimiinde g hemen hemen holomorfik Riemannian metrigi ile birlikte
hemen hemen kompleks manifoldun Kéahler-Norden manifold oldugu Teorem 4.2.2 ile;
Levi-Civita konneksiyonun G(X,Y) = g(¢X,Y) sartim1 saglayan G twin metriginin Levi-
Civita konneksiyonu oldugu Teorem 4.3.3 ile; dahas1 Kéhler-Norden manifoldun Rieman-
nian egrilik tensoriiniin piir ve holomorfik oldugu Teorem 4.4.1, Teorem 4.4.2 ile, hatta

skaler egriliginde yerel holomorfik fonksiyon oldugu Teorem 4.5.1 ile gosterildi.

4.2 Kahler-Norden Manifoldlar:

g Norden metrigi ile birlikte bir Norden (hemen hemen Norden) manifold eger

(0p9)(X, Y, Z) =0

sartin1 saglarsa holomorfik (hemen hemen holomorfik) manifold olarak adlandirilir.

Eger (M, ¢, g), g holomorfik Norden metrigi ile birlikte bir Norden manifold ise biz
(Map, ¢, g)’ye holomorfik Norden manifold deriz.

Hemen hemen Norden manifolddaki Norden metrigi icin yeni bir formiil verelim. Vg =

0'1n esitligi ve (4.1.1) denkleminin sonucundan agagidaki teorem elde edilir.



Teorem 4.2.1 Hemen hemen Norden manifoldu tizerindeki g Norden metrigi verilsin.

Bu metrik

9(Z, (Vye)(X)) = g((Vy)(2), X)

esitligini saglar. Burada V, ¢’ye uygulanan Riemmannian kovaryant tiirev operatoriidiir.

Baz1 yonlerden holomorfik Norden manifoldlar1 Kéahler manifoldlarina benzer. Takip eden

teorem bir hemen hemen Hermityen manifoldunun Kahler olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart hemen hemen kompleks yapinin Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmasidir

sartina benzerdir.

Teorem 4.2.2 (% simifinda hemen hemen Norden manifoldun holomorfik Norden mani-

fold olmas icin gerek ve yeter sart hemen hemen kompleks yapinin V Levi-Civita kon-

neksiyonuna gore paralel olmasidir.

Ispat. (4.1.1) denkleminde (g o )(X,Y) = g(¢X,Y) yerine yazarsak

(9e9)(X, Z1,Z2) = (Lyoxg — Lx(g0¢)(Z1,22)

elde edilir. Buradan

+9(Z1, oLy Z2) — 9(9Z1, Lx Z5))

= (pX)9(21, 22) = Xg(pZ1, Z»)
—9(VpxZi, Z2) + g(Vz,0X, Z5)
—9(Z1,VxZa) + 9(Z1,V 2,0X)
Hp(VxZ1), Z2) — g(p(V 2, X), Zs)
+9(021,Vx Zs) — 9(Z1, p(V 2,X))

9(V29X, Z5) — 9(p(V2,X), Z5)
+g<Zla VZ290X) - 9(21790(VZ2X))
- g((v@va ZI)? Z2) + g(Zh (VQO>(X7 Z2))

denklemi bulunur. (4.2.2) esitligi (4.2.1)’de kullanilirsak, (4.2.1) esitligi

(Po9)(X, Z1,Z2) = (0X)g(Z1,Zs) — Xg(pZy, Z)

+9(Vo)(X, Z1), Z2) + 9(Z1, (Vo)(X, Z5))
_g(vgoXZh Zy) — 9(Z, VLpXZ2>
+9(0(Vx)Z1, Za) + 9(0Z1,V x 7).

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)



seklini alir. Diger taraftan V Levi-Civita konneksiyonuna gore

(0X)9(Z1,Zy) — g(Vopx 21, Zs) — g(Z1,VoxZs) = (Voxg)(Z1, Z2) =0 (4.2.4)

ve

—Xg(pZ1, Z2) + 9(0(VxZ1), Z2) + 9(0Z1, (VxpZ1), Za) (4.2.5)

denklemini elde ederiz. (4.2.4) ve (4.2.5) denklemi sayesinde (4.2.3) denklemini
(9o9)(X, 21, Z2) = —g(VxpZ1, Za) + (V2,0 X, Z2) + 9(Z1, (V 2,5) X) (4.2.6)
seklinde kisaltiriz. Benzer olarak

(009)(Z2, 21, X) = —9((Vz) 21, X) + 9((V210) Z2, X) (4.2.7)
+9(Z1,(Vxy)Z2)

denklemi elde edilir. Teorem 4.2.1’den

<¢tﬂg)(X7 Z, ZQ) + (¢§Dg)(227 Z, X) = 29(X7 (VZQSO)Z?) (428)

yazilir. (4.2.8)’de ¢,g9 = 0 yazarsak V, = 0 buluruz. Béylece Teorem 4.2.1 ispatlanmig

olur.

Sonug 4.2.1 C“ sinifinin hemen hemen Norden manifoldu tizerinde hemen hemen komp-

leks ¢ yapist eger ¢,g = 0 sartim saglarsa integrallenebilirdir.

(Msy, p,g) tglist ile bir Kéhler-Norden manifoldu tammlanabilir. Burada Ms,, C¥
smifindan bir manifold; ¢, V, = 0 sartim saglayan hemen hemen kompleks yap1 g,
g(pX)Y) = g(X, ¢Y) sartim1 saglayan bir Norden metriktir (bakimz [81], [43], [?], [5])-
Bu yiizden Kéahler-Norden manifoldu ile [?]’de tamimlanan holomorfik metrik ile bir-
likte kompleks Riemannian manifoldu arasinda bire bir benzerlik vardir. (My,, ¢, g) bir
Kéhler-Norden manifold olsun. [81] caliymasinin 113. sayfasindaki 2-boyutlu manifold-

larin diizgiin dim M > 4 oldugunu varsayalim yani n > 2’dir.

Uyar: 4.2.1 Kahler-Norden metrigi ile birlikte C*° smifindan bir hemen hemen Nor-
den manifold pseudo Kéahler-Norden manifold olarak adlandirilir. Pseudo Kéahler-Norden

manifoldun g metrigi hemen hemen holomorfiktir ( bakimiz [43]).



4.3 Twin Norden Metrigi

(Msy, ©, g) bir hemen hemen Norden manifold olsun. Hemen hemen Norden manifoldun

Norden metrigi ile iligkisi M, ’de tiim X ve Y vektor alanlar: icin
G(X,Y) = (g0 p)(X,Y) (4.3.1)

denklemi ile tanimlanir. Kolayca ispat edilebilirki G' bir metriktir. (Hatta G'nin dual
metrigi denir ve G Hermitian geometride Kéhler formlara benzer bir rol oynar.) Tachibana

operatoriinii plir Riemannian metrigine uygularsak

(¢¢G)(X7Y72) = (LSOXG_LX(GOQO))(Y7Z)
+G(Y,pLxZ) — G(¢Y, Lx7) (4.3.2)
= (0p9)(X,0Y,Z) + g(No(X,Y), Z)

denklemini elde ederiz. (4.3.2) denkleminden Teorem 4.3.1 yazilir.

Teorem 4.3.1 Hemen hemen Norden manifoldda

9,G = (¢p9) 0 + g o (Ny)
esitligi gecerlidir.

Sonug 4.3.1 Norden manifoldda agagidaki esitlikler birbirine esittir. Teorem 4.2.2 ve
Teorem 4.3.1’den agagidaki esitligi elde ederiz.

i ¢po9=10
. ¢,G =0

Teorem 4.3.2 ¢,G =0 ve N, # 0 sartin1 saglayan C* smifindan hemen hemen Norden
manifoldu bulunmaz (Yani kapali form ile birlikte hemen hemen K&hler manifolduna
benzer olan manifold yoktur). V, ile g Norden metriginin Levi-Civita konneksiyonunun

kovaryant tirevini gosterelim. V, = 0 gart1 Teorem 4.2.2’de yazilarak

VG = (Vgg)op+go(Vep) =go (Vep)
elde edilir. Bu bilgiler 1g1¢1nda Teorem 4.3.3 yazilir.

Teorem 4.3.3 (Ms,, p,g) bir Kéhler-Norden metrigi olsun. Bu durumda ¢ Norden
metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile G twin Norden metriginin Levi-Civita konnek-

siyonu cakigir.



4.4 Kahler-Norden Manifoldun Egrilik Tensorleri

Sirasiyla g ve G’ye uygulanan egrilik tensorleri R ve S olsun. Kahler-Norden manifoldu
icin Teorem 4.3.3’in R = S oldugunu gordiik. ¢’ye Ricci 6zdesligini uygularsak ¢ = 0
sayesinde
e(R(X,Y)Z)=R(X,Y)pZ (4.4.1)
denklemini elde ederiz. Bu yilizden R(Xy, X, X3, X4) = g(R(X1, X2) X3, Xy) esitligi X
ve X, e gore purdiir ve hatta X; ve Xy’ye gore piirdiir.
R(X1, Xo,pX3,X4) = g(R(Xy, X2)pXs, Xy)
= g(p(R(X1, X2)X3), X4)
= g(R(X1, X2) X5, 0X4)
= R(X1, X9, X3, pXy).

Diger taraftan S, G tarafindan form edilen egrilik tensorii olsun.
S(X1, Xo, X3, Xy) = G(S(Xy, X2) X35, Xy)
esitligi goz oniine alinarak
S(X1, Xo, X3, Xy) = S(X3, Xy, Xi, Xo) (4.4.2)

denklemi elde edilir. (4.1.2), (4.3.1), (4.4.1) denkleminden R = S oldugu goéz Ontine

alinirsa agagidaki

S(X1, Xo, X3, Xy) = G(S(X1, X2) X3, Xy)
= g(p(5(X1, X2)X5), Xy)
= g(5(X1, X2) X3, 0Xy)
= g(R(X1, X2) X5, 0X4)
= R(X1, X, X3, 0Xy)

ve

S(X3, Xy, X1, X)) = G(S(X3, X4) X1, Xo)
= 9(p(S(X3, X4)X1), Xo)
= g(S(X5, X4) X1, 0Xo)
= g(R(X3, X4) X1, 9Xo)
= R(X3, Xy, X1, pX>)
= R(X1,90Xs, X3, Xy)



denklemleri yazilir. Béylece (4.4.2) denklemi
R(Xb X27 X37 SOX4) = R(Xla 30X27 X37 X4)

denklemine doniigtir. Burada R(X7, Xs, X3, Xy), Xo ve X, 'e gore piirligi gosterir. Bu
yiizden R(X7, Xs, X3, Xy) plrdiir. Boylece agagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.4.1 Bir Kahler-Norden manifoldu tizerinde Norden metrigin Riemannian egri-

lik tensori piurdir.

Eger V bir burulmasiz afin konneksiyonu ise Vo = 0, Vo xY = ¢(VxY) sartin saglarsa
V’ya holomorfik konneksiyon denir [81], [?], [3], [?], [5]. V konneksiyonunun egrilik tensor
alanimin piir olabilmesi igin gerek ve yeter sart onun holomorfik konneksiyon olmasidir [?],

[81], [43]. Bu yiizden Teorem 4.4.1’den agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonucg 4.4.1 Bir Kahler-Norden manifoldda Norden metriginin Levi-Civita konneksiyonu

holomorfiktir [47].

R Riemannian egrilik tensorii piir oldugu icin R’ye ¢—operatoriini uygulayabiliriz. V,, =

0’1 kullanarak

(G R) (X, Y0 Yo Yo Vi) = (Vo R)(Vh, Y, Vi Vi) (1.4.3)

denklemini yazilir. (4.4.1)’1 kullanarak ve (4.4.3)’de 2. Bianchi 6zdesligini kullanarak

(0 R)(X,Y1,Y5,Y5,Yh) = g((VexR)(Y1,Y2,Y3)
—(VxR)(¢Y1,Y2,Y3), Ys)
= 9((Vex R)(
—p(VxR)(Y1,Y2,Y3),Ys)
= 9(=(VyR)
—(Vy, R)(¢X, Y1, Y3)
—o((VxR)(Y1,Y2,Y3)), Ya)

Yi, Y, Y5) (4.4.4)

(Y2, pX,Y3)



elde edilir. Diger taraftan V, = 0 kullanilarak

(Vi R)(pX,Y1,Y3) = Vy(R(pX,Y1,Y3)) — R(Vy, (9X),11,Y3)

—R(0X,Vy,Y1,Y3) — R(pX, Y1, Vy, Y3)

= (Vyo)(R(X,Y1,Y3)) + o(Vy, R(X, Y1, Y3))
—R((Vy,0)X + ¢(Vy,X), Y1, Y5) (4.4.5)
—R(0X,Vy,Y1,Y3) — R(0X, Y1, Vy, Y3)

= o(VyR(X,Y1,Y3)) — o(R(Vy, X, 11,Y3))
—o(R(X, Vy,11,Y3) — o(R(X, Y1, Vy, Y3)

= p((VyR)(X,11,Y3))

yazilir. Benzer olarak
(Vyi R) (Y2, 0 X, Y3) = o((Vy B) (Y2, X, Y3)) (4.4.6)

yazilir. (4.4.4) denkleminde (4.4.5) ve (4.4.6)’y1 gozontne alirsak ve tekrar 2. Bianchi

ozdegligini uygularsak asagidaki denklem elde edilir.

(P R)(X,Y1,Y2, Y3, Y1) = g(—o(Vy, R)(Y2, X, Y3))
—o((Vy, R)(X,Y1,Y3))
—o((VxR)(Y1,Y2,Y3), V)
= —9(p(0(VxR)(Y1,Y2),Y3), Ya)
=0

Burada o, X, Y] ve Y3’ye uygulanan doéngiisel(dairesel) toplamdir. Bu yiizden agagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 4.4.2 Bir Kahler-Norden manifoldunda Riemannian egrilik tensor alani bir holo-

morfik tensor alanidir.

4.5 Kahler-Norden Manifoldlarinin Skaler Egrilikleri

(Msy,, ) bir kompleks manifold olsun.

Lemma 4.5.1 Bir exact 1—formun holomorfik olabilmesi igin gerek ve yeter sart ¢,,(df ) =

0’mn kapal olmasidir. Yani d(df o ¢) = 0 olmasidir.



ispat.
()(X,¥) = S { X (V) = Y (w(X) ~ (X, 7]},

X,Y € S4(My,), w € SY(My,) denklemini (w o ) (Y, 9 X) = w(¢(X)) igin kullanirsak

(@)(¥,0X) = SV ((eX) ~ (X)) ~ wllY,oX)
= VX)) - X)) +eleX, Y} @5
= S{Y X)) - @X) ) +w(leX,Y)

—IX, Y]+ w(e[X, V)]

denklemindeni elde ederiz. (4.1.2)’den

S

(Pow)(X,Y) = (pX)(w(Y)) -
= (X)(w(Y)) -

(w(#Y)) + w((Lye) (X)) (4.5.2)
(w(@Y)) —w(lpX, Y] - ¢[X,Y])

S

denklemini elde ederiz. (4.5.1) denkleminde (4.5.2)’yi yazarsak

(@)(Y,0X) = 3]~ (B)(X,Y) + Y (w(eX))
~X(@(pY)) +w(e[X,Y])}
= @)X Y) + Y (o) (X))
~X((wom)(V)) ~ (wor)([¥, X))}
= S (60)(X,Y) + (dlw o p)(Y, X))
elde edilir. Burada ¢,w = 0 esitliginin (4.5.3)’e esit oldugu goriiliir,
(d(w o @)Y, X) = (du)(Y, pX) (153)

(4.5.3) denkleminde w yerine w = df alirsak (4.5.3) denklemi

(d(df o @) (Y, X) = (d*f)(Y, 0 X) =0

ifadesine dontigiir. Yani

d(df op) =0 (4.5.4)

olur. Boylece ispat tamamlanir.



Eger bir Kahler-Norden manifoldunda f fonksiyonu igin df o p = dg sartini saglayan bir g
fonksiyonu varsa biz f fonksiyonuna holomorfik (analitik) fonksiyon deriz ve g [17] fonksiy-
onu ile baglantihdir. Eger f fonksiyonu yerel olarak tanimlanirsa biz f fonksiyonuna yerel

holomorfik fonksiyon deriz.

Sadece yerel olarak (4.5.4) denkleminin df o ¢ = dg denklemine denk olduguna dikkat
edelim. Bu yiizden f’nin yerel holomorfik olma sart1 (¢[*0,, f = d;9) asagidaki gibi verilir.

(Dedf )ij = @i"0m0; [ — 0i(@] Om[) + (0,07 )om [ = O

g Norden metrigi ile birlikte (Ma,, ¢, g) bir Kéhler-Norden manifold olsun. Teorem 4.4.1,
Teorem 4.4.2 ve (4.4.3) denkleminden VR tensor alanmin kovaryant tiirevi Kéhler-Norden

manifoldda piirdiir. Simdi R;; = Riji = giSRtjis Ricci tensoriintin kovaryant tiirevi onun

biitlin indislerine gore piirdiir ve bu yiizden
0iVsRji = @;VtRsi
yazilir. ¢’¢ kovaryant Norden metrigine gore yukaridaki esitlik
¢iV.R = ¢""05V Ry = V(G Ry) = V,R*

seklinde yaziir. Burada R = ¢“R;; ve R* = GYR;; sirasiyla Norden ve twin Norden

metriklerinin egrilik tensorleridir.

(d(df © ) (Y, X) = (d*f)(Y, pX) = 0d(df o ) = 0 (4.5.5)

(4.5.5) denkleminde agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.5.1 Bir Kahler-Norden manifoldunda R skaler egriligi yerel holomorfik fonksi-

yondur.



5. NORDEN WALKER METRIKLERI

5.1 Norden Walker Metriklerinin Baz1 Ozellikleri

(n,n) ile isaretnen g pseudo-Riemannian metrigi ile (neutral metrik) birlikte My, Rie-
mannian manifoldu verilsin. M, tizerindeki (p, ¢) tipli biitiin tensor alanlarimin kiimesini
34(May) ile gosterelim. Manifoldlar, tensor alanlar ve konneksiyonlarm daima diferen-

siyellenebilir ve C'*° simifindan oldugu kabul edilecektir.

¢ hemen hemen kompleks yapi ile birlikte (Ms,, ) hemen hemen kompleks manifold
olsun. M, 'nin her x noktasinin bu U, koordinat komsulugunda holonomik dogal catida
eger o = (}) sabit ise bu yapi integrallenebilirdir. Diger bir deyisle ¢ hemen hemen komp-
leks yapisinin integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ tensor yapiya uygulanan
V burulmasiz afin konneksiyonunun sabit birakilmasidir. Yani Vo = 0 olmasidir. ¢’nin
integrallenebilirligini N, Nijenhuis tensoriiniin sifira egit olmasi ile de soylenebilir. Eger
¢ integrallenebilir ise ¢ bir kompleks yapidir. Bununla birlikte Ms,, X, (C) manifoldu
tizerinde C-holomorfiktir [23].

5.1.1 Norden Metrikleri

g metrigi her X|Y € Q}(Ma,) igin agagidaki denklem saglanirsa bir Norden metrik

tanmimlar.

g(pX,pY) = —g(X,Y)
9(pX,Y) = g(X,Y)

Norden metrigi; piir metrikler, anti-Hermityen ve B-metrigi olarak asagidaki calismalarda
incelenmigtir. Eger (Ma,, ¢), g Norden metrigi ile birlikte bir hemen hemen kompleks
manifold ise (Ma,, ¢, g)’ye hemen hemen Norden manifold denir. ¢ integrallenebilir ise

(Msy, ¢, g) Norden manifold olarak adlandirilir [11], [17], [?], [43], [74], [80].

5.1.2 Holomorfik(Hemen Hemen Holomorfik) Tens6r Alanlar:

X,.(C), C-holomorfik manifoldu tizerinde ¢* bir kompleks tensor alani olsun. Bu tensor
alaninin reel modelide M, tizerinde bir tensor alanidir. Bu tensor alanlarini yazarlar piir

olarak almugtir(bakiiz [22], [36], [30], [43], [47],[48], [74]). (0,q) tipli w tensor alaninn



piir olabilmesi i¢in agsagidaki sart1 saglamahdir. Her X1, X5 ..., X eSS4 (Ma,) icin
CL)((,DXl,XQ c. ,Xq) = w(Xl,gan c. ,Xq) = ...= U.)(Xl,XQ .. .QO,Xq)
w piir tensor alanina uygulanan [85]

D, : %g(Mgn) — %2+1(M2n)

(@) (X, V1 Yoo V) = (0X)(@(Yi,Yar ., 1))
X (@Y1, Y-, Yy))
Hw((Ly, o)X, Yo, Y) + ..
TV, Yo, o (L) X)

esitligi ile verilen bir operatér tanimlayalim. (Burada L, ile L’ye gore Lie tiirevi gosteril-

mektedir.)

My, tizerinde ¢ bir kompleks yap1 ve @ w tensér alam sifira esitse X, (C) tizerindeki w*

kompleks tensor alanina holomorfiktir denir ([22], [43], [74]).

(@pw)(X. Y1, Ya,....Y,) = 0

X, Y1,Ys, ..., Y,eSE(Ma,) ve w piir tensor alani olmak iizere X,,(C) tizerindeki w* tensor
alanimin holomorfik olmas1 ®,w = 0 ile ifade edilir. Bu ylizden My, lizerindeki w tensor
alan1 holomorfik tensor alani olarak adlandirilir. Ms,, tizerinde ¢ hemen hemen kompleks

yap1 oldugunda ®, w = 0 sartin1 saglayan tensor alani hemen hemen holomorfiktir denir.

5.1.3 Holomorfik Norden (Kihler-Norden) Metrik

g Norden metrigi ile birlikte bir Norden manifoldun holomorfik olarak ifade edilebilmesi
i¢in XY, ZeQ}(Ma,) icin

(@,0)(X, Y. Z) = 0 (5.1.1)
(5.1.1) esitliginde X = 0y, Y = 0;, Z = 9; yazalirsa ', 2%, .. ., 2™ lokal koordinat sistemine
gore ®,g'nin (P,g)k; bilesenleri asagidaki gibi olur.

(Pug)kij = Ok OmGij — €1 Okgmj + 9mj (i} — Orpi") + gimO;0%

Eger (M, ¢, g) holomorfik Norden g metrigi ile birlikte bir Norden manifold ise (Ma,, ¢, g)’ve

biz holomorfik Norden manifold deriz.



Diger yonden holomorfik Norden manifoldlar1 Kéhler Norden manifoldlarina benzerdir.
“Bir hemen hemen hermityen manifoldun Kahler olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart hemen
hemen kompleks yapinin Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmasidir.” Bilinen

sonu¢ agagidaki takip eden teorem ile estir.

Teorem 5.1.1 [17] (Parakompleks versiyon i¢in bakimz [40]) ¢ Norden metrigi ile birlikte
bir hemen hemen kompleks manifold verilsin. ®,9 = 0 sart1 Vo = 0 sartina denktir.

(Burada V, g’'nin Levi-Civita konneksiyonudur.)

Kéhler Norden manifold (M,,, ¢, g) tiglist ile gosterilsin. Burada ¢ hemen hemen kom-
pleks yapidir. g pseudo-Riemannian metrigidir. Bu yiizden Kéhler-Norden manifoldlar:
ve holomorfik metrige sahip Norden metrigi arasinda bir uygunluk vardir. Bu manifold-
larin Riemannian egrilik tensorleri piir ve holomorfiktir ve hatta skaler egrilikleri de yerel

holomorfik fonksiyondur ([17],[34]).

Uyar: 5.1.1 V¢ = 0 ise hemen hemen kompleks yap1 integrallenebilirdir. Bu yiizden
g'nin V Levi-Civita konneksiyonu burulmasiz afin konneksiyondur. Bu bilgiler 1g1ginda
eger ®,g = 0 ise ¢ integrallenebilirdir. Boylece hemen hemen Norden manifoldu tizerinde
P9 = 0 ve N, = 0 sart1 saglanir (Yani kapali Kéhler manifoldu ile birlikte hemen hemen

Kéler manifolduna eg olan holomorfik Norden manifoldlar var olmaz). [34]

Tezimizin bu boliimiinde 4-boyutlu Norden manifoldlar: iizerinde Walker metrigi kulla-

narak yani bir Norden-Walker metrigi tanimlanacaktir.

5.2 Norden-Walker metrikleri

5.2.1 ¢ Walker Metrigi

g bir M, 4—manifoldu tizerinde neutral metrik olsun. Bu metrigin Walker metrik olarak
ifade edilebilmesi i¢in g’'ye gore paralel olan M, tizerinde 2—boyutlu D null dagiliminin

var olmas gerekmektedir. Walker’in teoreminden [59] (z,y, z,t) koordinat sistemine gore

0 01
0001

9= (gij) = 10 a c (5.2.1)
01 c b



lokal kanonik forma sahiptir. Burada a, b, ¢ fonksiyonlar1 (z,y, z,t) koordinatlarimin dife-
rensiyellenebilir fonksiyonlaridir. D paralel null 2—diizleme 0,, 9, ile lokal olarak gerilir.
Burada

Oy =

ve Oy =

9 9
0, 9,

seklindedir.

g’ye gore uygun hemen hemen kompleks yapisi g—ortogonal J hemen hemen kompleks
yapisi olarak tanimlanir ve burada .J, D tizerinde pozitif 7 donmenin standart iiretkenidir
[11]. Yani JO, = d,ve JO, = —0, seklindedir. O halde g Walker metrigi (5.2.2) denklemi
ile tek olarak tanimlanir.

-1 —c s(a—b)
0 5(a—0b) c

0 0 -1

0 1 0

(5.2.2)

o O = O

[2]’de M Walker 4-manifoldu tizerindeki boyle bir uygun J hemen hemen kompleks yapisi

i¢in (¢, J) hemen hemen Norden yapisi insa edilir. Burada g™+, M iizerinde
gN+(JX7 Jy) = _gN+<X7 Y)

ozelligine sahip bir metriktir. Gergekten buna benzer bazi érnekler [2]’in 6. énermesinden

gorilir.
0 -2 0 —b
Ny |2 0 —a —2c
9 7 lo -a 0 L(1 — ab)
—b —2c 3(1— ab) —2c

Bu metrige biz hemen hemen Norden metrik deriz. [2]'de bdyle bir yapinin ingast Walker
metriginden farkli olarak verilen hemen hemen kompleks yapi i¢in Norden metriginin

bulunmasi geklindedir.

Bu boliimdeki amacimiz g Walker metriginin olmadigi uygun ¢ hemen hemen kompleks
yapisina sahip (g, F') hemen hemen Norden-Walker yapisi bulmaktir. Yani metrigi sabit
tutarak

g(FX,FY)=—g(X)Y)

sartin1 saglayan F' hemen hemen yapisini bulmaya calisacagiz.

[2]'de verilen hemen hemen kompleks yapisi igin metrik inga edilmistir. Buradaki metotda

ise verilen metrik i¢in bir hemen hemen kompleks yapi inga edilmistir.



5.2.2 Hemen Hemen Norden-Walker Manifold

F', My Walker manifoldu iizerinde
i. F? =1
ii. g(FX,Y)=g(X,FY) (Nordenlik 6zelligi)

iii. 0, = 0y, F0, = —0, (F, D lizerindeki pozitif g—dénmeye neden oluyor.)

sartlarini saglayan hemen hemen kompleks yapi olsun. Bu {i¢ sart ile tanimlanan F' tek
olmadigini gorebiliriz. Yani

Fo, =0,

Fo, = —0,,

Fo. = ad, + 3(a+b)d, — 0,

Fo, = —3(a+b)0, + ad, + 0.

ve {0, 0y, 0,, 0y} dogal koordinatlarima gore

0 —1 a —3(a+0)
; 1 0 Z(a+b) «
F=) =10 0 "o 1
0 0 -1 0

lokal bilegenlerine sahiptir. Burada o = «a(z, y, 2, t) keyfi fonksiyonlaridir. (5.2.2)’deki gibi
uygun J hemen hemen kompleks yapisi tek olarak tanimlandigini hatirlayahm. Bizim
durumumuzdan hemen hemen Norden-Walker yapisi, F' hemen hemen kompleks yapisi

a(z,y, z,t) keyfi fonksiyonlarini igermesiyle elde edilir.

Bizim amacimiz acik bir sekilde, g Walker metrigine sahip, basit olmayan hemen hemen

Norden-Walker yapisi bulmaktir. Bu yiizden, a = ¢ alacagiz. O zaman g tek bir

0 —1 c —3(a+0)
; 1 0 LYa+o c
0 0 —1 0

hemen hemen kompleks yapisini tamimlar. (My, ¢, g) ticliisiine hemen hemen Norden-
Walker manifold denir. [4], [9], [25], [31], [37)’deki terminolojiye uyarak ¢’ye uygun

(proper) hemen hemen kompleks yapi diyecegiz.

Uyar: 5.2.1 (5.2.3)’den, a = —b ve ¢ = 0 oldugu durumda ¢’nin integrallenebildigini

soyleyebiliriz.



5.2.3 Uygun Hemen Hemen Kompleks Yapilarin integrallenebilirligi

Hemen hemen Norden-Walker manifoldlar iizerindeki ¢ hemen hemen kompleks yapisinin

integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
(No )ik = @7 Ok — 93 Oy — Prm0ipi + PnOkpy' =0 (5.2.4)
esitliginin saglanmasidir. (5.2.3) ve (5.2.4)’den agagidaki integrallenebilme sartini buluruz:

Teorem 5.2.1 Hemen hemen Norden-Walker manifoldlar iizerindeki uygun ¢ hemen

hemen kompleks yapisinin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter sart

e+ b, +2c,=0

Ga 02+ 26y (5.2.5)
ay + by —2¢, =0

kismi diferensiyel denklemlerinin saglanmasidir. Bu teoremden, a = —b ve ¢ = 0 ise, ¢

integrallenebilirdir diyebiliriz(bakimz Sonug 5.2.1).

(My, ¢, g), Norden-Walker manifold (N, = 0) ve a = b olsun. Bu durumda (5.2.5)

{“:_% (5.2.6)

denklemini

formuna indirgeyebiliriz. Buradan

Azy + Ayy = 0

ey (5.2.7)

yazabiliriz. Bu ise a ve ¢ fonksiyonlarinin x ve y argiimanlarina gore harmonik oldugunu

gosterir. Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 5.2.2 (My, ¢, g) tigliisii Norden-Walker ve a = b ise, o zaman a ve ¢ fonksiyonlar

x ve y argiimanlarina gore harmoniktirler.

Ornek 5.2.1 Norden-Walker metriklerinin 6zel tiplerinin varhigini belirlemek i¢in Teorem
5.2.2'nin uygulamasini yapacagiz. a = b ve h(zx,y) ise x ve y degiskenlerinin harmonik
fonksiyonlar1 olsunlar. Mesela, h(z,y) = e*cosy olsun. a, z ve t'nin keyfi diferensiyel-

lenebilir fonksiyonu olmak tizere

a=a(zr,y,zt)=h(x,y)+ a(z,t) =e" cosy + a(z,t)



yazalim. Bu durumda a’da x ve y’ye gore harmonik fonksiyon olup,

a, = e€"cosy
— T o3

a, = —e’siny

yazabiliriz. (5.2.6)’den, ¢ i¢in

v

¢z = ay=—€e"sinz
— I x

¢y = —ayp=—e"cosy

yazariz. Bu kismi diferensiyel denklemler icin, 5, z ve t'nin keyfi diferensiyellenebilir
fonksiyonu olmak iizere

c=—e"siny + [(z,t)

¢oziimiini elde etmig oluruz. Boylece Norden-Walker metrigi

00 1 0
00 0 1
9=(955) = 1 0 e"cosy+a(zt) —e"siny+ B(z,1)
0 1 —esiny+B(zt) e cosy+a(z1)

formundaki bilegenlere sahip olmus olur.

5.3 Holomorfik Norden-Walker (Kihler-Norden-Walker) Metrik-
ler

(My, ¢, g) hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. Eger
(Pog)ri = k' OmGis — i Okgmi + gmi (0isp" — Onpi") + gim0; 8" = 0 (5.3.1)

saglanirsa Teorem 5.1.1, ¢’nin etksiyle integrallenebilir ve (My, ¢, g) tiglisii Kéhler-Norden-
Walker manifold yada bir holomorfik Norden-Walker olarak adlandirilir. Uyar1 5.1.1
dikkate alinarak ®,g9 = 0 ve N, # 0 olmasi sartiyla hemen hemen Kéhler-Norden-Walker

manifold oldugu goriildii.



(5.2.1) ve (5.2.3)’i (5.3.1)’da yerine yazarsak

((I)cpg)t:vt = (wag)tm

1
_((Dtpg)txz = _<(I)4pg)tzz = _(ax + bx)a

1
— 5(():0 — ax) + Cy,

— Ay,

= Cq,

2

- (q)cpg)tyt = (q)apg)tty = Cy,
1
_((I)sog)tyz = _((I)gog)tzy = _(aa; + by),

2

1
+ 5((1 + b)ay,

1
=cc; + b, + =(a+b)cy,

2

1
(CI)gog)ttz = Ccy — Q¢ + 2CZ — E(CL —+ b)Cx’

(Pp)azz = ay, (Ppg)zzt = (Ppg)ate
((I)cpg):vtt = by —2¢,, (q)sog)yzz =
®u)er = (@pg)s = 5(by— ) — s
(Pug)yte = —bs —2¢y,

(©p9)en: = (Pypg)aze =

((Dsog)zxt = (q)sog)zt:r =

(®e9)zyz = (Ppg)ezy =

(Pe9)zpt = (Ppg)aty =

(®p9)22: = cap —ap+2c,

((Dsog)zzt = ((I)sog)ztz

(Ppg)ene = by +ap—2c, + %(a + b)by,
(Ppg)izz = cay—b. — %(a +b)ay,
(‘bwg)tzt =

(Ppg)ee = cby+ b, — %(a +b)b,.

esitlikleri elde edilir.

Teorem 5.3.1 (My, ¢, g) tclisiinin Kéhler-Norden-Walker manifold olmasi i¢in gerek ve

yeter sart agsagidaki esitliklerin saglanmasidir

Uy = Ay =Cy =Cy =by,=b, =b, =0, a —2¢c, =0.

Sonug 5.3.1 Metrik

9= (9ij) =

_ o O

e}

_— o O O

(5.3.2)

1 0

0 1
a(z) 0

0 b(¢)

sartiyla (My, ¢, g) tcliisii daima Kéhler- Norden-Walker'dir.

5.4 Norden-Walker Manifoldlarin Egrilik Ozellikleri

Eger R ve r Walker metriginin sirasiyla egrilik ve skaler egriligi ise R ve r’nin sahip oldugu

komponentler goyle ifade edilir [34].



1 1 1 1

sz:r:z = _5(19617 Ra:zxt = _§cazxa szyz = _§axy7 R:):zyt = _Ecxgp
1 1 1 1 1 1
Ra;zzt - §axt - §C:vz - Zaybx + Zcmcyv thzt - _ébzxa Rﬂctyz = _§C;ryu
1 1 1 1 1 1
thyt = —§bxy7 thzt = §Cgpt - §bxz — 1_1(69”)2 + Z_lasz — Z—lbxcy —+ Zbycx’
1 1
Ryzye = _anya Ryoye = _§ny7
1 1 1 1 1 1
Ry = §ayt QCyZ 4axcy + 4aycm B Zayby - Z(Cy>2’ Ry = _§byy7
1 1 1
Ry = §Cyt 2byz 4Cxcy + 4aybx7
1 1 1 1 1 1 1
thzt = Czx — 5 bzz 4a<cm)2 + Zaambz + anzby — §CCny — éatcz -+ Eath
1 1 1 1 1 1 1
—Zaxbz + anybx + Zbayby — Zb<cy>2 — §bzcy + Z&ybt + Zasz + ébycz — Zatby

ve

T = Oy + 2Cgy + byy.

Farz edelim ki (My, ¢, g) ticlisii Kéhler-Norden-Walker’dir. Son denklem (5.3.2) ve (5.4.1)’de
gozoniine alinirsa
1 1

R = Cot — §att = _§(at - 2cz)t =0.

(5.3.2)’dan kolayca goriiliirki (5.4.1)’de R'nin diger komponentleri direk olarak sifirlanir.
Boylece;

Teorem 5.4.1 Eger (My, ¢, g) bir Norden-Walker manifold ise Kéhler-Norden-Walker
manifold, M, de diizgiindiir.

Uyar1 5.4.1 Holomorfik ve piir tensor manifold egriligi gibi bir Kéhler-Norden mani-

foldun diizgiin olmadigr bulunmustur [60].

(My, ¢, g) 6zel ¢ integrallenebilir yapisi yani N, = 0 sartiyla bir Norden-Walker manifold
olsun. a = b ise (5.2.6) denkleminden Teorem 5.2.2'nin ispatlandigini goriiriiz. Eger
c=c(y,zt) ve c = c(z, 2, 1) ise, cpy = (¢z)y = (¢y), = 0’dir. Bu durumlarda (5.2.6) 'nin
sifirlanmasiyla sirasiyla a = a(x, z,t) ve a = a(y, z,t) olur. ¢y, = 0 ve ay, + by, = 0'n

kullamlmasiyla (bakiniz (5.2.7)), (5.4)’den r = 0 elde edilir.

Boylece:



Teorem 5.4.2 Eger (My, ¢, g)'de g ve § metrikleri

0 0 1 0 0 0 1 0
loo o 1 oo o 1
9= 11 0 a(z,z,t) c(y,z,t) |’ I=11 o a(y,z,t) c(x,z,t)

0 1 cly,z,t) a(z,z1t) 0 1 c(z,2,t) aly,zt)

bir Norden-Walker non-Kahler manifold ise M, de skaler diizgiindiir.

5.5 Hemen Hemen Norden-Walker ve Kahler-Norden-Walker
Manifoldlarimin Golberg Varsayimlar: Arasindaki Iligki

(Map, ¢, g) hemen hemen Norden manifold olsun. M, iizerinde ¢-uyumlu Q,(X,Y) =
h(pX,Y) 2-form segelim. Burada, h(X,Y) = g(X,Y) + §(¢X, ¢Y) herhangi g Rieman-
nian metrigi i¢in Hermitian metriktir. Elde edilen My, paracompakttir [22]. Asagida ki

gibi Goldbers varsayimlarinin hemen hemen Norden versiyonu ileri stiriilebilir [36].
G1. Msy,’den dolay1 kompaktir
G2. g, Einstein’dir.

G3. Eger p-uyumlu 2-form ise kapalidir. O zaman ¢ integrallenmelidir.

Tiim kompakt Norden-Walker 4-manifoldlarinda iki alt birim tanimlandi.
KNW = {(M4,§0,g) : q)sog = 0}7

GNW = {(My, ¢, g) : My manifoldu (G3) ve (G3) sartlarin saglar}.
Teorem 5.5.1 M, € KNW olsun. O zaman ¢ integrallenebilmeli ve My, GNW nin

(G3) sartim saglayan bir manifold olmali.

ispat. Farz edelimki My € KNW olsun. O zaman Teorem 5.4.1’de gordiikki M, diizdiir
ve g Einstein’dir. Uyar1 5.1.1’den dolay1 eger ®,g = 0 ise ¢ integrallenebilir, boylece ispat

tamamlanir.



6. NORDEN-WALKER 4-MANIFOLDLARI

6.1 Norden-Walker 4-Manifoldlar:

6.1.1 Quasi-Kéahler Manifoldlar:

Norden metrigi ile birlikte integrallenemeyen hemen hemen kompleks manifoldun temel

siifi quasi-Kéhler manifoldun smifidir [29]. (Ma,, ¢, g) hemen hemen Norden manifoldu

Xﬁgﬁzg((vxw)Y, Z)=0

denklemini saglarsa quasi-Kéhler olur. Burada o bir dongiisel (dairesel) toplamdir. Son

denklemden

(Ppg)(X,Y, Z) +29((Vxp)Y, Z) = Xg,’zg((vxso)Y, Z)

elde edilir. Burada g quasi-Kéahler manifoldunda Norden metriktir.

6.1.2 Twin Norden Metrikleri

(Msy, ¢, g) hemen hemen Norden manifold olsun. Hemen hemen Norden manifoldla

baglantili Norden metrigi, M,,, tizerindeki tiim X ve Y vektor alanlar igin
G(X,Y) = (gop)(X,Y)

seklindedir.

Burada G yeni bir Norden metrigidir. Bu metrik ¢’'nin twin(dual) Norden metrigi olarak
adlandirilir. g, Norden metriginin Levi-Civita konneksiyonunun tiirevini V, ile gosterelim.

Daha sonra V, = 0 esitligini Teorem 5.1.1’de kullanirsak

VG = (Vyg)op+go(Vyep)=go(Vyp)

denklemini elde ederiz.

Bu yiizden; g, Kahler-Norden metriginin Levi-Civita konneksiyonu; G twin metriginin
Levi-Civita konneksiyonuna denk gelir. (Yani Kéhler-Norden manifoldun Levi-Civita kon-

neksiyonu igin metrik tek degildir.)



6.1.3 izotropik Kahler-Norden-Walker Yapilar

Uygun bir ¢ hemen hemen kompleks yapisi (M, ¢, g)'nin Norden-Walker manifoldu
iizerinde eger |Vy||? = 0, Vo # 0 sartim saglarsa izotropik Kihlerdir denir. Izotropik
Kéhler yapiyla ilgili ilk 6rnek 4. boyutta [18] caligmasinda, daha sonra 6. boyutta [2]
caligmasinda 4. boyutta [9] cahismasinda verilmistir. Bu boliimde bizim amacimiz (My, ¢, g)
Norden-Walker manifoldu iizerinde uygun bir hemen hemen kompleks yapinin izotropik

Kahler oldugunu gostermektir. (5.2.1) denklemindeki metrik tensoriin tersi g=' = (¢/)

—a —c 0
-1 —c —b
971 1 o0

0 1

(6.1.1)

o O O

1
0
0
ile verilir.

Hemen hemen kompleks yapmin Ve kovaryant tirevi (V)j; = Vi,

seklindedir. Baz

hesaplamalarla
Vaopy = Vapl =co, Vyoi = Vi = ¢y, (6.1.2)
1 1
Vapp = —Vep) = Vol = =V = say + 50,
1 1
VQCQOZ = vz(pgaj = vz@i = vz@f = _§a/:(j + écy,
1 1 1
V.07 = 2c,+ca, —a; — 5CCy — 504G + §bay,
1 1 3 1
V.¢! = a,+ 196 ~ Zbcy + ca, + 104 + Zb%’
1 1 3 1
Vi = 700~ Zbaz + ca, + Zbcy + cc, + 1%
1 1 3 1
V.¢! = a,+ 196 — Zbcy +cay + aa; + Zbax’
1 1 3 1
Vepp = 7% — Z_Lba”” + cay + Zbcy + cc,p + 1%y,
1 1 1 1
VZQD%’ = 2¢ + §C0y —ap + §bay + §CCLI — Eacw’
1 1
Vt@i - _Vtgﬁy = Vt@j = _vt@i = §Cy + §bx7
1 1
Vipy = VtSOQyE = VtQOtZ = Vi = —5093 + §by,
- 3 1 1 1
Vtgpz = §CCCE + bz - §be - Eabx + ibcgﬁ
1 1 1 1
Vt(pg = Zaby — bey — ZCLCQ; —+ ZbCa;,
1 1 1 1
Vigy = ZCLCQ: — Zbcx + ccy + bey + cb, — Zaby,
1 1 1 1
Vil = §be +0b, + §bcy + §ccx — 5@595-



denklemi elde edilir. (6.1.2) denkleminin uzun ama kolay hesaplamalar1 gosterir ki

IVl = g7 9" gms (V)i (V)5 = 0

olur.

Teorem 6.1.1 (My, ¢, g) hemen hemen Norden-Walker manifoldu tizerinde uygun bir

hemen hemen Norden yapi izotropik Kahlerdir.

6.2 (M4, ¢, g) Holomorfik Norden-Walker(K&hler-Norden-Walker)
ve quasi-Kahler-Norden-Walker Metrikleri

(My, ¢, g) bir hemen hemen Norden-Walker manifoldu olsun. Eger (My, ¢, g) ticliisii eger

(Po9)kij = Ok OmGis — D7 OkGmj + Gmj (0P — OrP;") + Gimd; @) =0 (6.2.1)

esitligini saglarsa bir holomorfik Norden-Walker veya bir Kahler-Norden-Walker man-
ifolddur denir. (Burada ¢ integrallenebilirdir.) Sonug 5.1.1'den goriilir ki ®y9 = 0
ve N, = 0 sarti saglayan bir hemen hemen Kéhler-Norden-Walker manifoldu yoktur.

(6.2.1) denkleminde (5.2.1) ve (5.2.3) denklemi g6zoniine alinirsa (®,g)s;; nin sifir olmayan

bilegenlerinin
(Bpg)ers =y (ug)e = 500 — ) 0y, (622
(Ppg)ate = by —2¢o, (Ppg)yss = —ta,
(®el = (®pghe = (b, — )~ (Pg)ye = ~by — 2,
((I)sog)zxz = ((I)gog)zzx = (q)gog)txt = ((I)gog)ttx = Cy,
(Bpg)ees = (0)ts = ~ (B0 = ~(Bpg)ice = 5 (02 + br),
(Pp9)eaz = (Pp9)zzy = (Pu@)tyt = (Pyp)iry = ¢y,
(Pug)eyt = (Ppg)aty = —(Pug)ty = —(Pp)zy = 5 (ay + by),

1
(Pp9)zzz = caz—ar+2c. + 5(@ + b)ay,

1
((I)%Og)zzt = (q)gog)ztz = cCy + bz + 5((1 + b)cy7

1 1
(Ppg)ete = by +ay — 2¢, + §(a +0)by, (®,9)i.. = cay —b, — §(a +b)ay,

1
(Ppg)izt = (Pt = coy — ar + 2¢, — 5(@ + b)cs,
1
(q)cpg)ttt = be +0b, — 5(& + b)bz

denklemi geklinde oldugu gortiliir. Yukaridaki esitlikten asagidaki teorem yazilir.



Teorem 6.2.1 (My, ¢, g) ticlisiiniin bir Kdhler-Norden-Walker manifoldu olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart
gy =ay=b,=b,=c, =¢, =0, a4 —2c, =0 (6.2.3)

esitligini saglamasidir. (My, ¢, g) Norden-Walker manifoldu ®;g¢,;4+2VG;; sartini sifirlarsa

quasi-Kéhler manifold olur. (Burada G, G;; = ¢}"g; ile tanimlanir.)

Sonug 6.2.1 (5.2.1) ve (5.2.3)’ten kolayca goriiliir ki G twin Norden metrigi Walker
degildir. G metrigine uygulanan VG kovaryant tiirevi (VG);, = V,;Gji seklindedir.
Norden-Walker 4-manifoldda

V:L“GZZ = VmGtt = Cg, vszz = vyGtt = Cy, (624)
1
sza:z = VZGZ:U = _szyt = _szty = §(be + Ca;),
1
szzt = sztx = Vszz = Vszy = §<Cy — am),

1
szzz - 202 —a; + —ay(a + b) + CQy,

2
1 1
Vszt — sztz - §<Cay + CCIB) - Z((a + b)(a’w - C?J))?
1
V.Gy = 2¢c, —a; — écx(a +b) + ccy,

1
th;Uz - thz = _thyt = _thty = §(ba: + Cy)7

—_

ViGy = VG =VGy. =V,G.y = ~(by — c),

[\

1
V.G,, = b,+cc,+ §cy(a +b),
1 1
VG, = VG, = §c(bx +¢y) — Z((cx —by)(a+10)),

1
thtt = bz + be — §bx(a + b)

dir. V,;Gjp’'nmn sifir olmayan bilesenleri (6.2.4) ile verilir. (6.2.2) ve (6.2.4)ten Teorem
6.2.2 elde edilir.

Teorem 6.2.2 (My, ¢, g) lglisiiniin quasi-Kéhler Norden-Walker manifoldu olabilmesi

icin gerek ve yeter sart agsagidaki denklemlerin saglamasidir.

by =>b,=0,=0,a,—2c, =0,a, —2¢, =0,ca, —a, +2c, — (a+b)c, =0



6.3 Norden Manifoldlarinin Egrilik Ozellikleri

Eger R ve r sirasiyla Walker metrigin egriligi ve skaler egriligi olsun. R ve r’nin bilegenleri

sirastyla [34]

1 1 1 1
Ra:zwz - _§a$$7 Razzxt = _§Cacaca szyz = _Eaccyy szyt = _Ecmﬁ (631)
1 1 1 1 1 1
Rzzzt = §amt - §sz - Zaybx + Zcxcyy thmt = _§bmx7 thyz = _icxyy
1 1 1 1 1 1 1
thyt = _ébxw thzt = 565015 - 561‘2 - Z(Cx)z + Zaxbx - becy + Zbycx,
1 1
Ryzy. = _gayyv Ryzye = _§ny7
1 1 1 1 1 1 1
Ryt = §ayt - §Cyz 4awcy + 4%0:1: - Zayby + Z(Cy)Qa Ry = _§byy
1 1 1 1
Rytzt = §cyt - §byz 4cxcy + 4aybac7
1 1 1 1 1
R = Cu— Jau 2bzz 4a(c )2+ Zaaxb + anxb = 5y
1 1 1 1 1
—Eatcx + §axct 4axb + 4cayb + 4bayb 4b(cy)2
1 1 1 1
_Ebzcy + Zaybt + 4azb + b yCz — Z thy.
ve
T = Qgg + 2Cgy + by, (6.3.2)

seklindedir. (My, ¢, g) tiglisiiniin Ké&hler-Norden-Walker oldugunu varsayalim. (6.2.3) ve
(6.3.1)’deki son egitliklerinden

1 1
Rt = Cot — §att = _§<at - QCz)t =0

oldugunu goriiriiz. (6.2.3)’den kolayca goriirtiz ki R'nin (6.3.1) denklemindeki bilegenlerinin

hepsi sifirdir. Boylece Teorem 6.3.1 elde edilir.

Teorem 6.3.1 (My, ¢, g) Norden-Walker manifoldu, M, diiz oldugunda Kéhler-Norden-
Walker’dir.

Sonug 6.3.1 Kahler-Norden manifoldu diiz degildir ve bu manifoldun egrilik tensorii piir

ve holomorfiktir [60].

(My, ¢, g) uygun bir ¢ integrallenebilir (N, = 0) yapi ile birlikte bir Norden-Walker
manifold olsun. Eger a = b olursa Teorem 5.2.2'nin ispatindan (5.2.6) esitligini goriiriiz.

Eger ¢ = ¢(y, 2,t) ve ¢ = c(z, 2,t) ise ¢z = (¢)y = (¢y), = 0’dir. Bu durumda (5.2.6)



denkleminden sirasiyla a = a(x,2,t) ve a = (y,z,t)'dir. ¢, = 0 ve azp + by = 0
kullanilarak, (6.3.2) denkleminden r = 0 elde edilir. Béylece Teorem 6.5.1°1 elde ederiz
(bakimiz (5.2.7)).

Teorem 6.3.2 g, g metrikleri ile birlikte (My, ¢, g) ticliisii bir manifolddur. (Burada M,

skaler diizgiindiir.)

0 0 1 0 00 1 0
oo o 1 _loo o 1
9= 11 0 a(z,z,t) c(y,z,t) | 9711 0 a(y,z,t) c(x,z,t)

0 1 c(y,2t) a(x,zt) 0 1 c(x,2,t) a(y,zt)

6.4 Goldberg Varsayimlari

(Msy, J, g) bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. Goldberg varsayimlarina gore

eger agagidaki ti¢ sart saglanirsa hemen hemen Hermitian manifold Kéhlerdir.

G1. (Msy,) manifoldu kompakt
G2. g, Riemannian metrigi Einsteindir.

G3. QX,)Y) = g(JX,Y) egitligini saglayan € fundamental 2-formu kapahdir. (Yani
dQ =0)

Not etmek gerekir ki Goldberg varsayimlar: higbir ilerleme kaydedememistir ve orjinal

varsayimlar hala acik bir problemdir.

(Ms,,, ¢, g) bir hemen hemen Norden manifold olsun. My, iizerinde ¢ hemen hemen
kompleks yapist verilmis olsun. Herhangi bir g, Riemannian metrigi alindiginda My,

kompaktir (parakompactir). [22] VX,Y € S§(Ms,) icin
h(X,Y) = g(X,Y) +g(pX, ¢Y)
ile h Hermitian metrigi elde edilir. (¢, g)
Q. (X,Y) =h(pX,Y)

sart1 ile birlikte bir fundamental 2-form tanimlar. Biz bunu bir p—compatible 2—form

olarak tanmimlariz. (Ma,, ¢, g) hemen hemen Norden manifold olsun. My, iizerinde bir €2,



¢p—compatible 2—form segilsin. (6.5.1)’de verilen Goldberg varsayimlariin hemen hemen

Norden versiyonunu ileri stirebiliriz. Eger

G1. Ms, kompakt
G2. g, Einstein ve eger

G3’. bir €, p— compatible 2—formu kapal

ise ¢ integrallenebilir olmak zorundadir.

(My, ¢, g) bir hemen hemen Norden-Walker 4—maifold olsun. (¢, g) ¢ifti G simetrik ve
G(X,Y) = g(¢X,Y) Hermitian g metrigi de 2 fundamental 2—formuna benzer rol oy-
nayan twin Norden metrigi olarak tanimlariz. G piir twin metrigine uygulanan &, ope-

ratorunu

(PG (XY, Z) = (Dpg) (0 X, Y, Z) + g(Ny(X,Y), Z)
ile tanimlariz.
Eger G € Ker®, ise Teorem 5.1.1'den Vgp = 0 elde edilir. Burada VG twin Norden
metriginin Levi-Civita konneksiyonudur. VG bir burulmasiz konneksiyon oldugunda ¢

integrallenebilirdir. Bu yiizden biz Goldberg varsayimlarinin Norden versiyonuna yeni bir

sonug ileri siirebiliriz. Bu sonu¢ (NG) Eger G € Ker®,, ise ¢ integrallenebilirdir.

6.5 Zit Hemen Hemen Kompleks Yapimin Tersi ¢’

Notral belirsiz metrikle donatilmig, yonlendirilmis 4-manifold, hemen hemen kompleks
yapisini ve agagidaki sartlarn saglayan zit hemen hemen kompleks yapisini igerir. [31],

[32], [37], [34]

it. g(pX, YY) =g(¢'X,¢'Y)
. o' =¢'p

1. @'nin istenen yonii My manifoldunki ile cakigir.

v. ¢’niin istenen yonii M, manifoldunki ile zit yonlidiir.



(My, ¢, g) hemen hemen Norden manifold olsun. Uygun ¢ hemen hemen kompleks yapisina

sahip M4 Walker manifoldu i¢in, g-ortogonal ¢’ z1t hemen hemen kompleks yapisi

0 0
GO = —(bic+ —2a)a1 - —1b82 + 0505 + 6104,
0 9 0,
00y = (Ela —231) + b0y + 6105 — b, — O,
, o 81 02 2 92 91 01
Q03 = <2ac—|— a +92+92>81—<4ab+9%+92>82
0
—2a33 + ﬁa&l,
, 0, 0,
Y0y, = (010 + —ab + 70 + = (ac — bc)>81

+< %b +— +92i292>+(%b+920>83

+ (910 — —b) (94
formunu alir. Burada 6; = 1 ve 65 = 0 parametrelerdir.

Parametreleri #; = 1 ve A3 = 0 seklinde sabitleyerek elde edilden ¢ agik formlarindan bir

tanesi hakkinda konugulacaktir.

00, = —co — %béb + 0y, @0y = —%aal + O3,
00y = —%ac@l _ (%ab + 1)02 n %a&l, (6.5.1)
0oy = — <02 + %ab + 1)81 — %bcag + o,
¢’niin bu formu
—c Fa Stac (2 + jab+1)
o' = (¢ = _%b (1] _(%ang ! _ffc (6.5.2)
1 0 %a c

seklindedir. V' opposite hemen hemen kompleks yapinin V¢’ kovaryant tiirevlerinin sifir

olmayan bilegenleri



Vx('p/z = _vx@/z = Vx@/z == _szoli - §Vztplx = _§Cx7
Vot = V=V = vt = Lyt = L
y(px - y(py_ y(pz_ yQDt_Q tSOy— 2y7
Vop', = —co, Vy'y = —cey, Voy'y = —c. — L, + lat +Lee, + §acx,
P i v 470 T2 T Ty
1 1 . 11
VZQDIZ = Zbcy + Zbamv V.o, = VZSDIy = _§Cy - 5%,
N 1 1 1 11 3
V. = 700 + ca, + 1% V.l =c, - 106 — Sl + 5C0s + Zbay,
1 1
V., = —ay, V.9l = 70C0z — ay + Zace, + ZGQCx,
1 1 1 1
V.o? = gabcy + gabax — 56— 0
. 1 1 1 1 1 1
Vi, = —c - i + St = 50 — Zb@w VzSOIZ = Ty T W
N 1 1 1 1 1, 1
V.¢i = —2cc, + (gab - 502 +ac — 5)% + cay + (gab + 502 - 5) s
1 1 1 . 1 1
vzgoli/ = —C;+ Z—leay + ZbCCy + Zbcax, Vz(p/t = —cc, — Zbaz —_ Zbcyv
" 1 1 1 1 " 1 1 1 3
V.o, = ¢ — Zbay — 50— 5CCy — 7aCq, Vo', = _Ebz - Zbcy + §be + Zabz,
1 1 1 1
1y 1z o 22
VtQO r T Zlbby + Zb017 vtgpm - _bzv VtQOm - VtSD y _§by - §Cx;
. 1 1 1 11 3
Vw/y = Zacx + CCy + Zaby, Vt(p/z = _Zabx + §bz + §CCI + Zbcy,
@ 1 1 1 1 1 1 1
V', = é_labe —cy + 10 + Zla?bz, Vi = gabby + gabcm — §by — 50
. 1 1 1 1 1 1
vt(p,z = _Zabx - §bz - Zbcy - §ch, Vt@/i = —Zaby — Z&CI’
N 1 1., 1 1 1., 1
Vo, = —cb,+ (gab - 502 - 5)% + acb, + (gab + 502 — §)by,
VtSDI? = —b,+ 11)26 + lbccx + lbcb ) Vzgplf = —cb, — lbcx _ lbb 7
4° 4 4" 4 4
. 1 1 11
Vt(p/t == _Zbcy — §be + §bz — Zabx

ile verilir. (5.2.1) ve (5.2.3)’den Teorem 6.5.1 elde edilir.

Teorem 6.5.1 (M, ¢',g) hemen hemen Norden manifoldunun opposite hemen hemen

kompleks yapisinin izometrik Kahler olabilmesi icin gerek ve yeter sart
c(2bay, — 2ac, + 4c, — 2a; + 2ca,) + ¢,(2b, — 2ab,) =0 (6.5.3)

saglamasidir. (6.5.3)’den agagidaki denklem elde edilir.



Sonug 6.5.1

0 0 1 0
0 0 0 1

9= (9:5) = 1 0 a(z,y,2z,t)  c(zt)
01 clzt) blzy,zt)

ile birlikte (My, ¢, g) daima izotropik Kéhlerdir.

6.5.1 ¢’niin Integrallenebilirligi

¢’ opposite hemen hemen kompleks yapimin imtegrallenebilir olmasi igin gp;-i icin yazilan
(5.2.4) denklemini ¢’ igin yazarsak (6.5.2) denkleminin bilesenleri sifirlanir. Baz1 hesapla-

malarla agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 6.5.2 Hemen hemen Norden manifoldunun ¢’ opposite kompleks yapisinin in-

regrallenebilmesi icin gerek ve yeter sart

b, =0,a, —2¢, =0, ab, —2b, =0 (6.5.4)

ba, — 2a; — 2ac, + 4ccy +4c, =0

denkleminin saglanmasidir. (Mg, ¢, g)’de ¢’ integrallenebilir hemen hemen kompleks
yapisi (N, = 0) ile birlikte bir Norden-Walker manifold olsun. Eger a = 0 ise (6.5.4)’den

by =0, = ¢, = c, = 0’dir. Boylece Teorem 6.5.3"i elde ederiz.

Teorem 6.5.3 a = 0 olsun.

0 0 1 0

. loo o 1
9= (95) = 10 0 efzt)
0 1 ¢(zt) b(z,t)

metrigi ile birlikte (My, ¢, g) tigliisii daima Norden-Walker manifoldudur.

6.6 Norden-Walker-Einstein Metrikleri

(5.2.1) ile birlikte verilen Norden-Walker metrigi i¢in dikkatimizi Einstein sartina ¢evirelim.

(5.2.1) ile verilen G metriginin Ricci esitligini ve skaler egriligi R;; ve S ile gosterilir.

Einstain tensor alani G;; = R;: — 1S5¢.; denklemi ile tanimlanir ve bu tensor alaninimn sifir
ij i — 4P Yij



olmayan bilegenleri [34]

1 1 1 1
Gzz = Zlafarar - Zbyy; Gzt = 501’1: + §ba:y
1 1 1 1
Gy = §azy + §ny> Gy = Zbyy - Zam
1 1
G,, = Zaaxx + cayy + §bayy — Ay + Cys (6.6.1)
1 1 1 1 1 1
_§aycw§aw0y§ayby - 5( y)2 - §acwy - Zabyyv
1 1 1
Gy = éacm + §ccxy + §axt — §cm — §aybx + §cxcy
1 1 1 1
+§bcyy — §cyt + §byz — an:m: — Zbey,
1 1 1 1 1
Gtt = §abm + Cbxy + Cpt — bxz — 5(01)2 + §bex — §bxcy + §bycz

seklindedir. (5.2.1) denkleminde verilen g metrigi biitiin G;; kompenentleri sifira esit

olursa hemen hemen Norden-Walker-Einstein’dir (G;; = 0).

Teorem 6.6.1 (M4, ¢', g) bir Norden-Walker manifold olsun. Eger

ay=b,=c,=c,=0 (yada a, =a,=c¢, =c, =0) (6.6.2)

denklemi varsa g bir Norden-Walker-Einstein’dir.

Ispat. (My, ¢, g) tclisiiniin bir Norden-Walker manifold oldugunu varsayalm. (6.5.4)’den

ve (6.6.2)'den teoremin ispat1 agiktir. Yani G;; = 0’dur.

Sonug 6.6.1
0 0 1 0
00 0 1
9=(9) =\ 1 0 afy,z0) )

0 1 <) b(t)
metrigi ile birlikte (My, ¢, g) tgliisti daima Norden-Walker-Einstein’dir.

6.7 Goldberg Varsayimlarina Aykiri Ornekler

1. (My, p, g) bir hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. Bunun g metrigi

0 0 1 0
00 0 1

9= (9:) = 1 0 a(z,y,z,1t) 0
01 0 a(x,y, z,t)



seklindedir.

(5.2.1) generik kanonik formunda a = b, ¢ = 0 yazilarak elde edilir. Bu baglamda
(6.6.1)’den goriiriiz ki Einstein'in gartlar1 agagidaki gibidir.

2
Upy — Qyy = 0, agy = 0, a0z, — 20, + (a,)" =0

2
Ayt — Ay + Ay = 0,005, — 204, + (a;)° =0

Eger a, y ve t’den bagimsiz ise ve a lineer olarak z’i igerirse yukaridaki ilk dort

2
esitlik elde edilir ve sonuncu esitlik 2a,, — (a;)?> = 0 seklinde kisaltihr. a = 2
z
yukaridaki denklemin bir ¢éziimiidiir. Bu ytlizden
00 1 0
00 O 1
01 0 =%

(6.7.1) metrigi z > 0 sart1 ile birlikte Einstein’dir. Béylece Goldberg varsayimlarinin

(G3) sart1 saglanir. Biliyoruz ki metrik uygun hemen hemen kompleks yapisina gore

POy = Oy, 0y = =0y, @0, = ady, — 0y, P&y = —ad, + 0, (6.7.2)

(6.7.1) sartim saglar. (6.7.1)’deki Einstein metrigi uygun hemen hemen kompleks
yapisi (6.7.2) denklemini agagidaki sekle doniigtiiriir.

2 2
90590 = 5y7 @5@/ = _6327 SOCSZ = _;5@/ - 5t, 305,5 = ——x(;x + 52
z
¢'nin integrallenebilirligi verilen Teorem 5.2.1 kullanilarak
4
ag + by +2¢, =2a, = —— #0,a, + b, — 2¢;, = 2a, =0
z
elde eilir. Benzer olarak ¢’ opposite kompleks yapisi (6.5.1)’de kullanihirsa

00y = — =0, + 0p, 00, = —0y + 0,
VA VA

X

Spl(sz = _((

(6.5.4)’deki ¢’ —integrallenebilme sart1 Teorem 6.5.2’de kullanilirsa

2 _z s (T2 _
Z) —|—1)5y Z5t,cp5t ((Z) +1)6, Z(Sz.

2 4
byzoaax—QCy:axZ——%O,Gbx—QbZ:aax:—m#O,
z

52
ba, — 2a; — 2ac, + 4cecy + 4c, =0

elde edilir. Boylece ¢ integrallenebilir degildir.



2. (My, ¢, g) bir hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. a,b,c’'nin x,y, 2’ye
bagli olmadigim varsayalim. Yani a = a(z,t), b = b(z,t), ¢ = ¢(z,t) seklinde olsun.

Bu yiizden (5.2.1) ile verilen g metrigi

0 0 1 0

0 0 0 1
9= (95) = 1 0 a(z,t) c(z1)

0 1 c(zt) b(z,t)

sekline dontigiir. Bu durumda (6.6.1)’den goriiliir ki g metrigi Norden-Walker-
Einstein’dir. Yani G;; = 0’dir. Boylece (G2) ikinci sart: saglanir.

Eger a, b, c; x ve y’den bagimsiz ise (6.5.4) denklemindeki ¢"'niin integrallenebilirlik

sart1 Teorem 6.5.2’de yazilarak
b,=0, a; —2¢c, =0

elde edilir.

Diger taraftan b = b(z,t) oldugu igin b, # 0’dir. Boylece ¢’ integrallenebilir degildir.

6.8 (M, ¢, g) Uzerinde Holomorfik Norden-Walker (Kihler-
Norden-Walker) Metrikleri

(My, ¢, g) hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. (6.2.1) denklemini (5.2.1) ve
(6.5.2) denkleminde gozoniine alirsak (My, ¢, g)'nin Kahler-Norden-Walker gartlar agagidaki

gibi bulunur. Takip eden teorem Teorem 6.2.1 ile aynidir.



((I)go’g)xxz = ((Dgo/g)xzx = —Cy, <(I)<p’g)a:xt = ((I)go/g)xm = _<(I)<p’g>tmc = _bx

1 1
(Cbgo’g)g:yz = ((I)@’g)wzy = —Cy— §azu (q)ﬂﬁlg)wzz = —Cly — 262 - §bay + ag,
1
(Po oyt = (Ppg)aty = (P 9)tay = —(Ppr @)ty = —Ca — §bya
1 1 1 1
(Cbso’g)xzt = (%'Q)m = —CCy — §bcy - §bz — Zabx — Zba”"’
1 1
((I)so'g)l“tt = _Zd)x - bcx - beyv ((I)@'g>ywt = ((I)@’g)ytx = —ibya
1
(q)SO/g)yxz = ((I)Wg)yzx = _(q)ﬁplg)zxy = _((I)W'g)yzx = _§axa (681)
1 1
<CI)‘P/g>y?Jt - ((I)@’g)yty - _§<q)¢’g)tyy — Gy (q)ng)yzz = _iaama
1 1 1 1
(P gyt = (Pprg)yez = _iacx - §at - Z_Laby - Zbay + Cz,
1 1
(Q)@/g)ytt - _éabz + bz - be - bcy7 ((I)W'g)zzz = (q)cp’g>zzx = _§CLCx7
1 1 1
(q)so/g)zmt = (q)go/g)ztx = Zbam — Z—labx — 5[)2,
1
((Dw’g)zyz = (cbso’g)zzy = _éacy,
1 1
(P 9oyt = (Pprg)aty = Zbay - Z_laby —Ct §at7
1
(Pprg)zz = — 5000z — ac; — Zabay —ay, + 54,
1 1
((I)w/g)zzt = (q)w/g)ztz = —§CLCCm — Z(lbcy — Cy — §abz;
1 1 1
(®pg)en = —5ach, — abby — by — cb. + Sba, — bes,
1 1 1
(q)go’g)tmz = (q)@,g)tzm = —CCy + Zabx - Zbaa; + Ebzu
1 1
(P izt = (Ppglua = —§bcm’ (P 9)eyt = (P g)uty = §bCy7
1 1
((btp’g)tyz = (walg)tzy = —CCy + Zaby — Z—Lbay — Eat + C,,
1 1
((I)@'g)tzz = _CZQI - Zabam — Qg — 2CCZ - §bCCLy -+ §abz + CQy,

1 1 1
(P g)izt = (Ppgu = —Ccy — Zabcx —Cp +be, — §bccy - Ebab

1 1 1
(P g)ite = —cb, — Zabbx — b, — §bcby -+ §bbz

Teorem 6.8.1 (My, ¢, g) tigliisiiniin Kéhler-Norden-Walker manifold olabilmesi i¢in gerek

ve yeter sart agagidaki sartlarin saglanmasidir.

g =y =b, =b, =b, =c, =c, =0, at —2¢c, =0



Sonug 6.8.1

g = (gij) =

—_— o oo
—_— o oo
=
o o+
N—

=
DO = O
N—

ile birlikte (My, ¢, g) tgclisii daima Kéhler-Norden-Walker'dir.  (My, ¢, g) bir hemen
hemen Norden-Walker manifold olsun. G’ twin metriginin VG kovaryant tiirevi (VG');j; =
V.G’ seklindedir. Burada G', Vi; = ¢"gp; ile tammlanir. Bazi hesaplamalar sonucu

asagidaki denklem elde edilir ve (6.8.1) ve (6.8.2)’den Teorem ... yazilir.



V.G

V.G,
vyG;:z
vyGlzz
V.G,
V.G,
V.G,

V.G,

V.G
V.G,
V.G,
V.G,
V.G,
ViG,
V.G,

VG

! ! ! / 1
V.G, = —V,Gl, = -V th2v Gl = =500

1 1
—§ac$,V G, =V.G, = chw,v G, = V,G}, = =be,
1
VGl = VG = VGl = VG = e
1 1
—5acy, vV,G., =V,G,, = —5CCy, (6.8.2)
1 1 1 1
szg/x = —50@ — §Cy7 VZG;t = VZG:‘/x = —Z—ley — CCyp — Zba‘”’
1 1 1 1
VZG;J; = —Zacx — §Cax — Cy, + Eat — Zba?ﬁ
1 1
—ay, VZG;Z = VZG'Zy = —1 04z — Jacy,
1 1 1 1
Vngy = Cy; — 5@15 — ZGCI — §CCy — Zbay,
1 1
—ac, + §aat — Zabay — §acaz — ay,
1 1 1 1
V.G, = —cc, — Zbcay + €0t = (502 + gab + 5)%
1 1
_Zaccx (4ab — gab+ 2)cy,
1 1
be. — 5bas — Sbee, - (® + 4ab +1)cs,
!/ / 1 1
_bxath - VtG 2 §by,
1 1 1. 1
th;x = —L—labm — ibz — Zbcyﬁccm,
! 1 1 / / 1 ].
Vthx = _bey - Cbx - Z—Lbe, thyz = thzy = _Zaby — Z_laCI’
1 1 1 1
théy = Ebz - ZCLbm - Zbcy — §be,
1 1
—§abz - Zabcy — 50CC — ¢y,
1 1 1 1
VtG;Z = —(gab + E)by — Zacbx — Zbccy

1 1 1
§bbz — ébcby — Zabbz — by — b,.

Teorem 6.8.2 (My, ¢, g) ligliisii agagidaki denklemleri saglasin yada saglamasin bir quasi-

Ké&hler-Norden-Walker manifolddur.

cy =0, a—2c, =0



7. SONUC ONERILER

Sekiz boliimden olugan bu ¢galigmada Norden manifoldlart hakkinda bilgi verildiken sonra
Tachibana ve Vishnevskii operatorlerinden bahsedilmistir. Bu operatorler piir tensorlere
uygulanmaktadir. Tachibana operatorii kullanilarak Kéahler-Norden manifoldlarinin Rie-
mann egriligi ve skaler egriligi hakkinda bazi ozelliklerden bahsdeimistir. Daha sonra
Norden-Walker metriklerinden bahsedilms ve dort boyutlu Walker manifoldlar: iizerinde
hemen hemen Norden yapinin integrallenebilirligi ve holomorf (Kéhler) sartlaria bakil-
migtir. Daha sonra Norden-Walker 4 manifoldlari iizerindeki zit hemen hemen kompleks

yapilardan bahsedilmistir.

Bu tezde yapilan ¢aligmalar dort boyuttan daha tist boyutlara yiikseltilebilir.
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