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OZET

Calismamiz ii¢ bolim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin
amaci ve konunun ele alinma nedeni tartisildi. Ikinci boliimde matrisler ve matris
operasyonlari ile ilgili genel bilgiler verildi. Ugiincii béliimde ise idempotent matrisler
ve izdiisiimlerle ilgili olarak Idempotent matrisin Lineer kombinasyonlarmnin
nonsingiilerligi, iki idempotent matrisin toplam ve farkinin nonsingiilerligi, Idempotent
matrislerin sifirlilik dereceleri, Idempotent matrislerle ilgili birtakim rank esitlikleri ele

alinmustir.

Anahtar Sozciikler: idempotent Matris, Sifir uzay1, izdiisiim, Rank.



ABSTRACT

This study consist of three chapters.In the introduction part, the goal and the
reason of the study is analysed. In the second part, general knowledge about the
matrices and the matris operations are given.The last part of the study is about the
nonsingularity of idempotent matrices and their sum and difference, the nullity of

Idempotent Matrices and the rank equalities of Idempotent Matrices and projections.

Key Words: Idempotent Matrices, The nullity space, Projections, rank.
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1. GIRiS

Gilintimiizde elementer matris cebiri, teorik matematik, istatistik, istatistik icin
oldugu kadar sosyoloji, kimya, fizik egitimi ve elektrik miihendisligi gibi gesitli teknik
alanlar iginde gerekli matematiksel temel bilginin ayrilmaz bir kismi haline gelmistir.
Matris hesab,19.yiizy1l ortalarindan beri bilinmektedir. Ingiliz matematikci Sylvester,
1950 yilinda ‘matris’ kavraminm kullanmistir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini Hamilton
‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazi ozelliklerden faydalanmig
fakat matris ismini kullanmamistir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858
yilinda ¢ok meshur olan ‘Memorie On The Theory Of Matrices’ isimli calismasinda
matris cebirinin modern esaslarin gostermistir. Daha sonralari fransiz Laguerre ve
Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler lizerinde durmuslardir.

Matrisler tizerine yapilan bu ¢alismada J.J. Koliha, V. Rakocevi¢ ve I. Staskraba
tarafindan  verilen c¢alismalarda ele alman Idempotent Matrislerin  Lineer
Kombinasyonlar1 ve Izdiisim Matrisleri detayli bir bigimde ele alinmustir. Ayrica
Nonsingiiler Matrislerin toplamlari ve farklarinin nonsingiilerligi  tizerine bir dizi
kriterler verilmistir. Calismada kompleks alan iizerinde tamimlanan idempotent
matrislerin sifililik derecesinin ne anlama geldigi verilmis, A ve B gibi iki idempotent
matris verildiginde cA+ dB  bicimindeki bir lineer kombinasyonun da hangi

durumlarda idempotent olacag; verilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Matrisler ve Matris Uzaylan

Tammm 2.1.1: Bir K cismi tizerinde n bilinmeyenli m tane lineer denklemin sistemi,
genel olarak,

Yiax=b,1<i<m (2.1.1)
bi¢iminde tanimlanir, burada Xj, 1 < j < n, ler bilinmeyenleri, aj, 1<i<mlermn
tane katsayilari ve b; ler de bilinen sayilar1 gostermektedir. (2.1.1) sistemi acik bigimde
yazilirsa

A11%1 + Q12X3 + o+ agpx, = by

Az21X1 + Az2%; + -+ Aypx, = b, (2.1.2)

Am1X1 + AnaXy + -+ appx, = by,

elde edilir. Bu denklem matris formatinda yazilinca

aqy, aqip ... aln Xq b1
azq,079 e lop X2 — b2
aml, amz sen e amn xm bn

seklindedir. [4]
Tanim 2.1.2: K bir cisim olsun, mneN, 1<i<m, 1< J < n olmak iizere biitiin
(4, ) siralt ikililerinin kiimesini B © N X N olarak alalim. B kiimesi iizerinde
fiB->K
fonksiyonunu
(L1) - i) = a;;
bigiminde tammlayalim. a;j € K elemanlar

Q12,812 .. A1y

4= | %2002 .. az 2.13)

A1) Gz oo s Gy
seklinde diizenlendiginde mn tane eleman ile olusturulan bu tabloya m x n tipinde bir

matris denir. Her (i,/),1<i<m,1 < J = niftine karsilik gelen q; ; €lemanina ise bu

matrisin (i, /) —yinci bilegeni denir. [4]



Tanim 2.1.3: A= [aij], 1<i<m1<j<n matrisi kisaca 4 = [aij]mxn seklinde
gosterilir ve A matrisine mertebesi m X n olan bir matris denir. Mertebesi m X n olan
ve bilesenleri bir K cisminden segilen biitiin matrislerin ciimlesi K7 ile gosterilir. [4]
Tanim 2.1.4: A = [ai j] veB = [bi j] m X n tipindeki herhangi iki matris olmak iizere
her (i, ) igin

a;j=byj, 1<i<m,ve 1<j<n
ise bu iki matrise esit matrisler denir ve 4 = B seklinde yazilir. (=) isleminin K™ de
bir denklik bagintis1 oldugu agiktir. [4]
Tanmm 2.1.5: Eger bir 4 = [ai j] matrisinde her bir q; ;j elemant sifira esitse A matrisine
sifir matrisi denir. [4]
Tammm 2.1.6: ki S = [s,- j] ve T = [ti j] € K7' matrislerinin toplam, (i,j) -yinci
bileseni s;; + t;j olan bir matris olup

FalGt XK -5 KIP

($,T) > S+T = [s;;] + [t,]

S11 ¥ tir SizFitp e Sip F by,

S+T=|S12 Ttz Saz+1ta...5+ by

(2.1.4)
SmiF tms Sma F timz oS +
¢ € K herhangi bir skaler olmak tizere cT € K7 matrisi (i, j) -yinci bileseni ct; ;j olan
bir matristir. Yani
K X K- K
Cty1  Ctyp..Ctip
(@T) =T = |21 Chaz - Clan (2.1.5)
Clm1  Clyy v Cliy
dir. O halde VT € K" matrisi i¢in 0 € K olmak iizere 0T = 0 € K7' m X n tipinde sifir
matristir. [4]
Matrislerin toplamimin ve skaler ile carpimunin 6zellikleri asagidaki teoremde
toplanabilir.
Teorem 2.1.1: Bir K cismi tizerinde tanimlanan m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesi K* olsun. Herhangi 4, B,C € Ky* matrisleri ve herhangi k,, k, € K skalerleri
igin
i) (A+B)+C=4+(B+0)
ii) A+0=4



iii) A+(-4)=0

iv) A+B=B+A

V) ki(A+B) = kA + k,B

vi) (k1 + k)A = k1A + kA

vii)  (kikz)A = ky(ky)A

viii) 1.A=Ave 0.A=0
ozellikleri saglanir. [4]
Tamm 2.1.7: S =[s;, ] €K™ veT = [tk j] € K} olmak iizere S ve T matrislerinin
carpimi

“Kgt XKD - K

($,T) = 8T =[syl[ty;] = Droisutyll<ismi<k<ni <j<p

bigiminde, yani,

(S11t11 + . Sqntpy) ... (S11tip + -+ Simtmp)

ST = (2.1.6)

(Smatis + . Spptng) - (Smitip + ** + Sntnp)
seklinde tamimlanir. O halde matris ¢arpiminin tammli olabilmesi i¢in birinci carpanin
stitun sayisi ikinci ¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. [4]Calismamizda herhangi S ve
T matris garpimlarinda S * T yerine ST seklinde gosterecegiz.

Tanm 2.1.8: Ké6segen iizerindeki bilegenleri 1 ve kdsegen digindaki bilesenleri 0 olan

n X n mertebeden bir matrise birim matris denir ve I,, ile gosterilir. Yani

1 ==
I, = [ J

0 w 1
dir. Herhangi bir A € K™ matrisi icin LnA = AL, = A dir. [4]
Tanim 2.1.9: Ave B € K matrisleri AB = BA = I, bagntilarini saglayan birer n X n
mertebeli matris iseler B matrisine A nin tersi denir. Bir kare matrisinin tersi varsa
tektir, [4]
Tanim 2.1.10: A € K7* matrisinin transpozu A’ veya A* ile gosterilir ve (j, i) bileseni
A nin (i,)) bileseni olan bir n X m matristir, yani aj; = a; j- Diger bir ifadeyle A’
matrisi A matrisinin satir ve siitunlarmim kendi aralarinda yer degistirilmesiyle elde
edilir. O halde transpoz islemi K" — Ky, seklinde bir islemdir. [4]

Teorem 2.1.2: VA,B € K™ matrisi icin
i) (A+B)t = At + Bt



iii)  (kA)! = kA, k € K bir skalar
iv)  (AB)t =BtAt
esitlikleri saglanir. [4]

Tamm 2.1.11: A% = A kosulunu saglayan kare matrislere Idempotent Matris denir.

Ornegin,
0 1 0][0 1 0 01 0
[(1) (1)”8 (1)]=[é (ﬂ ve [0 1 OHO 1 0]=[0 1 0]
0 0 11lo 0 1 0 0 1
oldugundan
0 1 0
[ [o ! o]
0 0 1

matrisleri birer idempotent matristir. [4]
Tamm 2.1.12: xy,x,, ..., %, vektorler kiimesi verilmis olsun. Dico aix; = 0 esitligi
ancak ay,a,,...,a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, X3, ., Xn vektOrlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani, a;,a,..,a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak {izere Dioaix; =0 esitligi
saglaniyorsa bu durumda x,, x,, ..., Xn vektorlerine lineer bagimhdir denir. [4]
Tamim 2.1.13: A € K" K cismi iizerinde tanimlanan m X n tipinde bir matris olsun. A
matrisinin lineer bagimsiz siitun vektérlerinin maksimum sayisina A matrisinin siitun
ranki, A matrisinin lineer bagimsiz satir vektdrlerinin maksimum sayisma ise
A matrisinin satir ranki adi verilir. [4]
Teorem 2.1.3: K cismi tizerinde tanimlanan m X n tipindeki bir A € K™ matrisi icin

i) Satir ranki ile siitun ranki aym sayiya esittir. Bu say1ya A matrisinin ranki
denir ve r(4) ile ifade edilir.

ii) A matrisine elementer satir ya da siitun islemlerinin uygulanmas: ile A
matrisinin ranki degismez.

iii) A matrisinin ranki ile transpozunun ranki birbirine esittir.[4]
Tanmm 2.1.14: n X n tipindeki bir A kare matrisi icin eger r(A) = n ise A matrisine
nonsingiiler matris denir. Aksi durumda, yani, r(A) <n ise A matrisine singiiler

matris denir.[4]

Tamm 2.1.15: A:V - W lineer doniistimiinde W nin A(a) elemanina @ € V nin A

lineer doniistimii altindaki goriinttisii denir. Sc V igin



AS) ={A(a):a€S}cw

alt kiimesine ise S kiimesinin A4 lineer doniistimii altindaki goriintiisti denir. V vektér

uzayinin
A7(0) = {a € V: A(a) = 0}

altklimesine A lineer doniisiimiiniin sifir uzayl (sifirhgi) veya cekirdegi denir. Ote

yandan W vektér uzayinin
AWV) ={A(a): a € V}
alt kiimesine 4 lineer doniistimiiniin degerler bolgesi denir. [4]

Tanm 2.1.16: A € K™ m xn tipinde bir matris olsun.
N(A4) = {x: Ax = 0}
seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin sifir (null) uzay ads verilir. [4]
Tanim 2.1.17: A€ K™ mxn tipinde bir matris olsun.
R(A) = {y:y = Ax}
seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin siitun (ranj) uzay: adi verilir. [4]
Tanm 2.1.18: Eger A matrisi n x n tipinde nonsingiiler bir matris ise bu takdirde
AX = XA = I, olacak sekilde bir X matrisi vardir, A-1 ile gosterilen X matrisi tektir ve
bu matrise A matrisinin tersi denir. Bu durumda A ve B matrisleri tersleri olan ayni

tipten matrisler ise
A =@ ve (AB)™1 = B1a-1
esitlikleri vardir. [4]

Tanmm 2.1.19: 4 m xn tipinde bir matris ve r(4) =r < min{m,n} olsun. Bu
durumda agagidaki dort kosulu saglayan n x m tipindeki bir matris olan X matrisine 4

matrisinin genellestirilmis tersi (Moore- Penrose tersi) denir.

i) AXA=4
ii) XAX = X

i) (AX) = Ax
iv) (XAt =x4



Bir A matrisinin herhangi bir genellestirilmis tersini A~ ile gdsterilir. [4]
Tamim 2.1.20: Tamm 2.1.19 daki kosullardan yalmz (i) kosulunu saglayan bir
genellestirilmis terse kosullu genellestirilmis ters; (i) ve (i) kosullarin saglayan bir
genellestirilmis terse iki kosullu genellestirilmis ters; (i), (ii), (iii) ya da (1), (ii), (iv)
kosullarini saglayan bir genellestirilmis terse ise ii¢ kosullu genellestirilmis ters denir.
Bir kosullu genellestirilmis terslerin kiimesi AW ki kosullu genellestirilmis
terslerin kiimesi A{%2} ve tic kosullu genellestirilmis terslerin kiimesi ise A{123} veya
A2 le gosterilir. Bu durumda bu tersler arasinda
A- C A{1'2'3},A{1'2'4} c A{I,Z} c A{1}
baZintisinin saglandigi agiktir. [4]



3. IDEMPOTENT MATRISLER VE IZDUSUMLER

3.1. idempotent Matrislerin Lineer Kombinasyonlarinin Nonsingiilérligi

C ve CF sirastyla kompleks sayilar kiimesini ve mx n boyutlu kompleks
matrislerin kiimesini gostersin. Ayrica R(A) ve N(A) A’ nin ranj ve sifir uzaylarim
gostersin ve P ise nxn boyutlu kompleks idempotent matrislerin kiimesi olsun, yani

P={PeC : P =p2} 3.1.1)
olsun. P, , P, € P herhangi iki matris olmak iizere

P(cy,¢3) = 1Py + Py, ¢y c; € C\ {0} (3.1.2)
seklinde verilen lineer kombinasyonlarini goz Oniine alalim. P; ve P, matrislerinin
toplam ve farklarinin ranklar1 géz éniinde bulunduruldugunda, Grob ve Trenkler [3]
P(1,-1) ve P(1,1) matrisleri i¢in P, + P, ve Pi-P, nin nonsingiilerliginin kriterlerini
vermiglerdir. Bu durum ya dogrudan Py ve P, nin ranj ve sifir uzaylari yardimiyla ya da
onlarin fonksiyonlar1 olan matrisler yardimiyla ifade edilir. Bunu Koliha [6]

A € C3 nonsingiilerdir & N (4) = {0} (3.1.3)
gerek ve yeter sartin kullanarak da ayrica ispatlamstir.

P;+P, nin nonsingiilerligi aslinda herhangi bir lineer kombinasyon olan
P(cy,c3), €14¢,#0, nin nonsingiilerligi durumuyla esdegerdir. Bu sonu¢ P;ve P, nin
toplamini konu edinen agiklamalar i¢in dogal genellemelere yol agmaktadir. Burada ele
alian desteklenmis ifadeler, P;-P, nin P, ve P, nin diger biitiin lineer kombinasyonlari
arasindaki 6zel yerini isaret etmektedir. P; ve P, nin lineer kombinasyonlariyla ilgili
bazi nonsingilerlik bagntilar1 da ortaya koyulmustur.

€1+C2#0 olmak tizere (3.1.2) de verilen tiim P(cl,cz) lineer kombinasyonlari

nonsingiiler olsa bile P;-P, nin de nonsingiiler olmasi gerekir. Ornegin,

P1=(é (1’) ve P, =((1) é)

ise, bu takdirde

P(cl,CZ)Z(CIBCZ E:)

matrisi ¢;,.¢,#0 kosulunu saglayan her €1,C; € C i¢in nonsingulerdir ancak P;-P, nin
singiiler oldugu agik¢a géziikmektedir. Yukaridaki incelemenin 1s13inda P (c;,¢,) nin

yalmzca bir tiirii olan alt dallarmi indirgenmis P nin tiim lineer kombinasyonlarinin



parcalar1 arasinda bir baginti olup olmadigini sormak da gayet dogaldir. Asagida
verilecek teorem gergekten de boyle bir iligkinin var oldugunu ve de bu iliskinin
oldukea giiclii oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.1.1: P;,P, € P olsun. Eger ¢; + & # 0 kosulunu saglayan sifirdan farkli
C1,C; € C sabitleri igin & P+ &P, lineer kombinasyonu nonsingiiler ise, bu takdirde
C14+C2#0 kosulunu saglayan tim sifirdan farkhi ¢, .z €C ler igin ¢ Py+c,P,
kombinasyonu da nonsingiilerdir.

Ispat: ¢, c,#0 kosulunu saglayan keyfi ¢, , ¢, € C sayilan i¢in, x € V' € (¢, P+ ¢, P,)
olsun. Bu takdirde

C1P1x = —C2P2x = —02P1P2x = C1P2P1x (31.4)
elde edilir ki bu da
Pix = P,Px ve Pyx = P,Pyx (3.1.5)

olmasina denktir. Bunun sonucu olarak

(E1Pr+ GPy) (EiPy+ GaP)x=C Py +8185 PPy +616; PoPi+632 Py)x

=(61Py + & Py)%x

esitligi elde edilir. Boylece & P;+ &P, liner kombinasyonunun nonsingiilerligi kosulu
altinda

(C1P1+C3 Py )x=(E1 Py x+E3 P, x) (3.1.6)
esitlifi elde edilir. (3.1.6) esitliginin her iki yanini P, ile soldan ¢arparak

Pix = P,P,x
esitligini saglar. Bu esitligi (3.1.4) ile birlestirdigimizde

(c14€2)P1x =0
ve dolayistyla Pyx = P,x = 0 oldugu goriiliir. Bu takdirde (3.1.6) esitligi ( €7 + &) #0
ve x=0 varsayimi altinda (€] + &;)x = 0 esitligini gerektirir. Bu da (c1Pi+ c3P,)={0}
anlamina gelir ve ispat1 destekler.

Teorem 3.1.2: Herhangi P;,P, € P ve sifirdan farkli ¢1,¢; € Cigin, asagidaki ifade

esdegerdir.
i) P; — P, nonsingiilerdir.
ii) ¢1P1+ ¢ P, ve I — PP, matrisleri nonsingiilerdir.

Ispat: Teorem 3.1.1 den x € (¢1P1+c,Py) olmast durumunda x in (3.1.5) esitligini

saflayacag: bilinmektedir. Ayrica, eger x € N (I — P,P,) ise bu takdirde
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X = PyP,x = P;x ve bu nedenle de P,x = P,Pix oldugu agikga goériilmektedir. Sonug
olarak (i) kosulu altinda her iki durumda da

X =(P,—P)) 2(P, — PP, — P,P, + P)x = 0
oldugu goriiliir. Bu da N'(c,P; + P,) = {0} ve IV (I = P,P,) = {0} olmasi demektir
ve boylelikle (i = ii) yoniiniin dogrulugunu kanitlanmis olur.

Tersi durum benzer bir yolla saglanmaktadir, Eger x € \V'(P; — P,) ise bu
takdirde

Pyx = P,x = PyP,x = P,P,Px
olacaktir. Sonug olarak, ii) kosulu altinda

x = (I = PiP,x)"1(c;Py + ¢,P) "1 (e, P, — ¢,P,P, + Py — c3P,P,Py)x = 0
olurkibuda N (P, — P,) = {0} anlammna gelir ve béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.1 in diger bir sonucu da €1 + ¢z # 0 kosuluyla herhangi bir lineer
kombinasyonun nonsingiilerliginin tespiti ayn1 zamanda P; + P, nin nonsingiilerliginin
tespit edilmesidir. Bu da gésteriyor ki P; + P, nin nonsingular olmasinin gerek ve yeter
sart1

R(PL) N R[P,(I = P)] = {0} ve V' (P,) n V' (P,) = {0} (3.1.7)
olmasidir. P; + P, ifadesinde P, ve P, nin rollerinin simetrik olmasina karsin, (3.1.7)
nin 1lk esitliginde boyle degildir. Bununla beraber, asagida verilen teorem bu cesit bir
simetrinin yapilabilir oldugunu gostermektedir.
Teorem 3.1.3: Herhangi iki P, P, € P matrisi ve ¢1 + ¢z # 0 olmak tizere herhangi iki
€1,C2 € C sayilar igin agagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) 1Py + ¢, P, lineer kombinasyonu nonsingiilerdir.

ii) RIPL(I = P)] N R[P,(I — P)] = {0} ve N(P) N NV (P,) = {0} dir.
Ispat: ilk olarak (i=ii) oldugunu gosterelim.
Eger x € R[P,(I — P,)] N R[P,(I — P,)] almirsa bu takdirde X € R(P) N R(P,),
oldugu agiktir, Béylece en az bir s € C? i¢in

X=Px=Px=P(—-P,)s (3.1.8)
yazilabilir. Sonug olarak

c1(c1Pr + c2Po)x = c1(cy + ¢)x = (¢; + c2)(c1Py + ¢, P)(I = Py)s
olur ki bu ise (i) nin dogru oldugu varsayimi altinda

c1x = (¢1 + )P, (I - P,)s (3.1.9



11

oldugunu gésterir. (3.1.8) g6z 6niinde bulunduruldugunda (3.1.9) esitligini P, ile
soldan ¢arpmak suretiyle

c1x = (¢; + )P, (I — P,)s = C1X + cox
elde edilir ki bu da x =0 oldugunu gosterir. Ayrica, eger x € N(P) N V(P,) ise
yani Pix = 0 ve P,x = 0 ise bu takdirde

X = (c1Py + c3P) " (1 Py + ,Py)x = 0
olurbuda (i = i) oldugunun ispatidir.
Tersi yonden ispat igin eger x € (c1Py + ¢, P,) alinirsa, bu takdirde (3.1.4) ve (3.1.5)
bagintilarindan

(c1 + €c2)Pix = c,P (I — Py)x = —c,P,(I — P)x
yazilabilir, Bu ise

Pix € R[P(I - P)] n R[P, (I — P;)]
oldugunu gostermektedir. Bu takdirde (i) deki birinci esitlik Py x =0 olmasim
gerektirir ki bu (3.1.4) in 15131 atinda P, x = 0 anlamina gelir. Bu nedenle

X € N(c1 Py N cyPy),
olur. (ii) deki ikinci esitlik ise x = 0 oldugunu gésterir. Béylece de ¢1P; + ¢, P, nin
nonsingiiler oldugu gériiliir.

Son sonu¢ goéstermektedir ki P(cl,cz) matrisinin nonsingilerlizi ile PP, ve
P, P, carpimlarinin benzeri lineer kombinasyonlarinin nonsingiilerligi iliskilidir.
Teorem 3.1.4: Herhangi iki P, P,eP ve herhangi sifirdan farkls €1,¢; € C i¢in
asagidaki ifadeler esdegerdir:

i) ¢1P, P, + ¢, P, P, lineer kombinasyonu nonsingiilerdir.

ii) €1Py+cP, ve [ — P, — P, matrisleri nonsingiilerdir.
Ispat: Teoremin ispat1

(c1Pr+cP)(I — P, — Py) = —(c1PLP; + ¢, P,P))

esitliginin agik bir sonucudur.
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3.2 Projektorlerin Toplam Ve Farklar
Lemma 3.2.1: A,B € (Cg olsun. Bu takdirde

R(A") + R(B*) = C¢ © N (4) n V(4) = {0} (3.2.1)
RAD NR(B*) ={0} © N(4) + N (4) = cé (3.2.2)
Ifadeleri gegerlidir.

Ispat: C{ in alt kiimesi olan M nin ortogonal komplementi olsun.

(va)l =Mt NN+, (M+N)L=MLapNt
C{ nin herhangi iki M,N alt uzay1 igin gegerli tanimlamadan ve RA) = wn(A4)
bagintisindan hareketle yukaridaki sonug elde edilebilir. Burada N (4) = {0} oldugu
gosterilerek A € C% matrisinin tersinirligi i¢in basit ispat sunulabilir. Eger P2 = P ise
P € C% matrisi bir projektor, ayrica bununla birlikte P* = p olmasi durumunda P
matrisi bir ortogonal projektordiir.
Teorem 3.2.1: P, Q € C2 projektorler olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar esdegerdir:

i) CI=R(P)OR(Q) ve R(PBR(Q*) = C¢

i) C=RP)ORQ) ve C¢=N(P)ON(Q)

i)  R(P)NR(Q) = {0} ve N'(P) N (Q) = {0}

iv) P — Q nonsingiilerdir.

V) I — PQ ve P + Q — PQ matrisleri nonsingiilerdir.
Ispat: (i=ii) Lemma 3.2.1 den saglanabilir.

(ii = iii) dogrudan toplam tanimindan ispatlanabilir.

(iv=v) (P - Q)x = 0 olsun. Bu takdirde Px = Qx € R(P) N R(Q) = {0} ve
x € N(P) nV(Q) = {0} dir. Boylece V' P-Q)={0}veP-0Q nonsingiilerdir.

(iv=>v) NI -PQ) = {0} oldugu gésterilir. (f — PQ)x = 0 olsun. Bu takdirde
X=PQx=Px ve (P=Q)?x=(I-PQ)x=0 yazlabilir. Ote yandan (P — Q)2
nonsingiiler odugundan x = 0 olacaktir. Yani | — PQ nonsingiilerdir. Benzer sekilde
U-P)—(I-Q)=0Q-P oldugundan I-(I-P)I-0Q) =P+Q—-PQ nun
nonsingiiler oldugu elde edilir.

(v=1) P+ Q — PQ matrisinin tersini W ile gosterelim. Bu durumda
W(P + Q — PQ) = I yazilabilir. Buradan [ = Wp + W(I — P)Q olur ve dolayisiyla

N(P)n M(Q) = {0}



13

dir. Eger (P +Q — PQ )W = I ise [ = P(I — Q)W + QW olacaktir, C2=R(P) + R(Q)
seklindedir. Benzer sekilde | — PQ=(U-P)+(I-Q)- (- P)(I — Q) matrisinin
nonsingiiler olmasi
NUI=P)nN{I~-Q) = R(P)n R(Q) = {0}
ve
C{=R(I - P)OR(I - Q) = N'(P) + N(Q)
oldugunu gosterir. Boylece
CI=R(AOR(Q=N(P)®N(Q)
elde edilir.
Sonu¢ 3.2.1: P,Q € cé projektérler olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir:
) RP)OR(Q=N(P)ON(Q) = I (PIOR(Q) = R(P)ON(Q) = ¢¢
ii) P-—Qvel-P-0Q nonsingiilerdir.
iii) PQ—QP nonsingiilerdir,
ispat: (1) ve (ii) denkliklerinin Teorem 3.2.1 6nce P ve Q ve daha sonra da (I-P)
ve Q matrislerine uygulanarak (1) ve (ii) ifadelerinin denklikleri saglanir. (ii) ve (iii) nin
denkligi icin ise
PQ-QP=U-P-Q)(P-0Q)
esitliini dikkate almak yeterlidir.
Teorem 3.2.2: P,Q € C projektdrler olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler denktir.
i) P — @ nonsingiilerdir.
ii) P+Qvel-PQ nonsingiilerdir.
Ispat: (i = ii): Eger (P + Q )x = 0 ise bu takdirde
Px=-Qx€ R(P)n R(Q) = {0}, vex € M (P) n N(Q) = {0}
dir. Bu nedenle N(P + Q)={0} olup P+ Q nonsingiilerdir. I — PQ nun
nonsingiilerligi ise benzer sekilde gosterilebilir.
(i=ii): (P — Q )x = 0 olsun. Bu takdirde Px = Qx = QPx = PQPx yazlabilir.
Bu durumda
Px =(1-PQ)™*(I - PQ)Px = (I = PQ)™1(Px — PQx) = 0 ,
U=Px=P+Q)(P+Q)(I-P)x = (P+Q)'(Qx—QPx) =0
ve
X=Px+(—-P)x=0
elde edilir. Buradan da (P — Q) = {0} oldugu gbriilir.
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Pve @ projektorleri P — Q nonsingiiler olacak sekilde verilmis olsun. Bu
durumda (P — Q)™ ve (P + Q)1 ile ilgili agik formiilleri elde etmek icin

Ci=R(POR(Q)= N (P)ON(Q)
ile ilgili izdiigtimler kullanilabilir. Bu amagla

F=P=P-Q)t(U-0), (3.2.3)

G=P-Q'P=U-QP-Q); (3.2.4)
matrisleri tanimlanabilir. Bu durumda F ve G matrisleri projektorlerdir. Ornek olarak
F? = F oldugu gosterilebilir. Gergekten

F2=(P-Q)'U-Q)P(P-Q)"

=P-Q7U-QPP-QP-!
=P-7'U-0Q)
=F

elde edilir. Bu durumda

R(P) = R(Q),

NEF)=NI-Q)=R@Q),

R(G) = RI-Q) =R(Q),

N(F)=N(Q)
dir. Simdi iki projektdriin toplam ve farklarinin terslerinin agik formiilleri verilebilir.
Teorem 3.2.3: P,Q € C4 projektorleri P — Q matrisi nonsingiiler olacak sekilde
verilmis olsun. F ve G ise

F=Papz@ Ve G = Py

seklinde tamimlansin. Bu takdirde

P-Q)'=F-(1-0), (3.2.5)
P+Q*=1-(U-GF-(U-F), (3.2.6)
P-Q =P+ P-QFP+Q1, (3.2.7)
P+ =P-Q*P+QP-Q™ (3.2.8)

esitlikleri saglanr.
Ispat: F ve G projektorleri yukarida verilen projektdrler olsun. Bu esitliklerden
agagidaki ifadeler elde edilir.

FP=P,PF=F, FQ=0, QF=Q+F -1,

GP=G, PG=P, GQ=Q+G-1I, QG=0

Bu durumda basit hesaplamalar sonrasinda



15

P-QF+6-D=1
(P+QU—-F—-G+2GF) =1

oldugu goriiliir. Buradan (3.2.5) ve (3.2.6) esitlikleri elde edilir., (3.2.7) ve (3.2.8)

esitlikleri ise asagidaki esitliklerden elde edilir:
P-QF+G6-D=1
(P-QU-F=G+26F)(P-Q)= (P-Q)

(3.2.5) ve (3.2.6) nin formiilleri daha agik bir sekilde asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
(P =@ = Preyr@) = Pryw 3.2.9)
(P+Q)7™ =1~ Py Prerio) — PN (P)Pregy ey (3.2.10)

P,Q € C**¢ projektorler olsun. (P+Q) nun tersinirligi icin asagidaki ornekte

gosterildigi gibi P — Q nun tersinirligi yeterlidir fakat gerekli degildir.

Ornek 3.2.1: P ve Q projektorleri asagidaki sekilde secilsin.

010 0 0 0
P=[O 1 O], Q=[1 1 OJ

0 0 1 0 0 1
olsun. Bu takdirde
0 1 0 0 1 0
P+Q=|1 2 o], P-0=|-1 0 0
0 0 2 0 0 0

olacaktir. Bu durumda (P + Q) nonsingiiler oldugu halde, (P — Q) singtilerdir. P—Q
nonsingiiler oldugu durumda (3.2.6) esitliginden ve dolayisiyla da (3.2.10) den P + Q
nun tersi elde edilemez. Gergekten de, (3.2.10) esitligi
CI=RPIOR(Q= N (P)®N ()
direkt toplamlarinin varligim: gerektirir ki bu da P — Q nun tersinirligini ortaya koyar.
Teorem 3.2.4: P,Q € ¢4 projektérler olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine
denktir:
i) (P + Q) nonsingiilerdir
i) R(QU=P))NR(P) = {0} ve N((I - P)Q) N (P) = {0}
i)  R(QU-P))+R(P) =2 ve N((I-P)Q)+n(P) = ¢
Ispat: i=ii) x € R(Q( - P)) N R(P) olsun. Bu takdirde herhangi bir u € C¢ i¢in
X=Px=Qx=Q(U-Pu
ve

(P+ Q)x = Zx= 20(] — P)u= (P +Q)(I - P)(2w)
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yazilabilir. (P + Q) matrisi nonsingiiler oldugundan x = (I = P)u yazilabilir ve
buradan x = Px = 0 oldugu gériiliir. Bu ise R(Q I-P)nREP) = {0} oldugunu
gosterir. Dahast (I — P)Qx =0 ve Py = 0 olsun. y = (P + Q)x tanimlayalim. Bu
takdirde Qy =y, Py = y ve (P+Qy=2y= 2(P+ Q)x yazilabilir. P + Q

nonsingiiler oldugundan x = % Y olur ve bu nedenle

Qx=§Qy=§y=x;x=§y=§(P+Q)x
olup x = 0 olmak zorundadir. Bu ise N((I - P)Q) N NV (P) = {0} esitligini gerektirir.
Boylece (ii) ozelligi saglanmus olur.

(i =1): (P + Q)x = 0 olsun. Bu takdirde Px = —Qx = QPx ve

Px=—QPx — QI — P)x = —px — QU —-P)x
yazilabilir. Buradan Q(I — P)(—x) = 2pPx € R(QU-P))nR(P) = {0} elde edilir.
Bu nedenle Px = 0 = Qx ve x € R(P) = {0} olur ki bu da x = 0 oldugunu gosterir.
Dolayisiyla V(P + Q) = {0} durumu ispatlanmis olur. i) ile iii) ifadelerinin denkliginin
gosterimi i¢in

(P + Q) nonsingulardir & p* 4 Q" nonsingiilerdir
oldugunu sonra ii) ve i) denkliklerini P ve Q yerine sirasiyla P* ve Q" alarak Lemma
3.2.1 e uygulayalim. P + ( nun nonsingiilerligi icin gerek ve yeter sartin

R(QU - P)) N R(P) = {0} ve N(@)n N(P) = {0}

oldugunu Grob ve Trenkler [3] ispat etmislerdir.
Teorem 3.2.5: P, Q eCd projektérler olsun. Bu takdirde eger

M(U-P)Q)@®N(P) = 2 ve R(( - P)Q) ®R(P) = @
ise P + Q nonsigiilerdir. [6]
Sonug 3.2.2: P ve projektorleri igin asagidaki ifadeler denktir.

i) Ci = N (P)OR(Q) = R(P)ON(Q) ve

N(U-P)Q) nwv(p) = R(U~P)Q) NnR(P) = {0}

ii) P+Q vel-p- Q nonsingulardir.

iii) PQ + QP nonsingiilerdir.
Ispat: 1 — P ve Q ya uygulanan Teorem 3.2.1 den ve Teorem 3.2.5 den hareket ederek
(i) ve (ii) nin denklikleri saglanabilir. Bu esitlik

U=P-Q)(P+Q)™")=—(PQ + QP)

den gelir.
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Simdi de P,Q projektodrleri icin P+ Q nun nonsingiiler fakat P — Q nun
singiiler oldugu kabul edilsin. Bu formiilde kullanilan projektsrlerin ¢ikmasi zorunlu
olmadigindan (P + Q)~! matrisini tanimlamak icin herhangi bir esitlik kullanilamaz,
Ancak P + @ tekil olmadiginda C%in baska bir birlesimi daha 6nce verilmisti.

Teorem 3.2.6: P, Q € ¢4 projektérleri igin P + Q nonsingiiler olsun. Bu takdirde

Ci = R(QU - P))@n((1 - P)Q), (3.2.11)
yazilabilir. Ayrica bu durumda

M=RQU-P), N=N(U-P)Q),

U=RP)NRWQ), V==R(QU-P)ON(WQ)

olmak tizere

P+ Q)7 = (1=3Poy) (I = PutorarPaoyw = PyvinyPuncey)  G2.12)
oldugu goriiliir.
Ispat: x € R(Q(I - P)) n N ((I - P)Q) oldugu kabul edilsin. Bu takdirde
X =Qx ve x = Px + (I — P)Qx = Px olacaktir. Boylece (3.2.4) den dolay:
x € R(QU - P)) nR(P) = {0}
elde edilir. Bu da
R(QU~P))n M(U - P)Q) = {0} (3.2.13)
oldugunu ispat eder. (3.2.13) esitligi  P,Q yerine P*, Q" kullanildiginda da gecerli
olacaktir. Lemma 3.2.1 i (3.2.13) esitligine uygulandiginda |
R(QU~P)+ N(U -P)Q) = c¢ (3.2.14)
elde edilecektir. (3.2.13) ve (3.2.14) iafdeleri birlestirildiginde (3.2.1) bagintisina
ulagilir. Simdi de S = Py n olsun. P 4 Q nonsingiiler oldugundan Teorem 3.2.5
N(P)NN(Q) = {0} ve R(P) nR(Q) = {0}
oldugunu gésterir ve bu da
N(U=P)Q)n N(P) = {0} ve R(S) N R(P) = {03,
oldugu anlamina gelir. Teorem 3.2.1 in (iif) & (iv) parcasima gore P — S nonsingiilerdir.
Bu durumda P + S de nonsingiilerdir. Buradan da
N=N(U-P)Q) = W(Q®(R(P) nR(Q) = ¥ (Q)®U
yazilabilir. Bu esitlikten gerekli islemler yapilarak C%*! = U@V elde edilir. T="Pyy

tammlamrsa T + S = Q oldugu gériiliir. Oncelikle U < oldugundan
ST = PM,NPU,V == O
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ve M c V oldugundan
TS = PyyPyy = 0,
esitlifi  yazilabili. Bu durumda V(T + S=NTnNNES)ve R(T)D R(S)
esitliklerinden haraketle (T + $)2 = T + S bir projektordiir.
Ci=NT+)@ RT+S)=N(Q) ®U® M)
U® M < R(Q) oldugu igin R(T + S) = R(Q) ve dolayisiyla T + S = Q olacaktir. Bu
takdirde
P+S=P+S+T=P+S)I+P+5'T)
yazilabilir. Sonug olarak I + (P + §)~1T nonsingiiler olup
P+ '=U+@P+S5T)(P+5)1
dir. P — S nonsingiiler oldugundan P + S nin tersinin formiiliiniin
(P+8)7" =1 =Py wsPreyres) — Pyr(s) @) Pres)mep) (3.2.15)
seklinde oldugu goriiliir. (1 + (P + S)~1T)~! ifadesini hesaplamak icin
(P+S)T=PT+ST=PT=T
esitligi kullanilir. Bu son esitligin ise ancak R(T) € R(P) oldugunda gegerli oldugu
goriiltir. Bu nedenle
P+9T=rT, _
T+ P+ = +T)*=1-1T,
P+ =(1-3T) (P +5)

esitlikleri elde edilir.
Ornek 3.2.2: P ve Q projektorleri Ornek 3.2.1 deki gibi alinsin. Buradan

0 0 0O =1 =1 0
QU -P) = [1 ~1 OJ, (I-P)Q= [ 0 0 o
0 0 0 0 0 0

yazilabilir. (e, e;, e3) C**! nin standart bazi olmak iizere R(QU - P)) = span (e,)
ve N((I - P)Q) = span(e, — e, e5) olsun. Ayrica V' (P) = span (e;) ve R(P) N
R(Q) = span (e3) olsun. Buradan
0 0 0 1 1 0 1 0 0
Pyy=10 0 0], PN(p)'N= 0 0 O ,PR(p)'M—_- 1 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 1
ve

Pywwy =1—= Py, Pugpy =1 — Pripym
elde edilir. Bu takdirde
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-2 1 0

1
(1 —5U, V) (1 ~ Py nPrip)m — PN,N(P)PM,R(p)) = é 8 (1)
2

olacaktir ki bu da (P + Q)~? ile uyusur.
Lemma 3.2.2: P,, P, € P olmak iizere
A:N(Py) - [(1“P1)P2]N(P1)N(P1)a = Ax = (I - P)P,x
Ile tanimlanan A doniisimiinii g6z 6niine alalim. Bu takdirde
N(A) = N[U = P)P 1N (P), R(4) = R[(I - P,)P, (I — P,)] (3.2.16)
esitlikleri gegerlidir.[6]
Teorem 3.2.7: P,,P, €P, c;,c, €C \ {0} ve ¢; + ¢, # 0 olsun. Eger Lemma 3.2.2
deki gibi bir A doéniisiimii tammlamrsa, bu takdirde N (c1Py + c2P,) N (4) ile
izomorfiktir,
Ispat: Teoremin ispatinda Lemma 3.2.2 kullamlacaktir. N = N (c1Py + ¢, P,) ve
¢ # 0 olsun. Oncelikle
N = (I =P)IN ve N(4) = (cI — P,)N(A) (3.2.17)
oldugunu géstermek i¢in x € N ve (I — P;)x = 0 olsun. Bu takdirde
X = Pyx ve (c1 + c)Pox = Py(c, Py + c,P)x =0
dir. Bu nedenle P,x = 0 ve dolayisiyla x = ¢; 72 (¢c; + ¢;)P,x = 0 yazilabilir. Bunun
sonucu olarak N den (I — P,) V' ye uygulanan I — P, kisitlamasi bir izomorfizmdir.
Eger x € NV (4) ve (c] = P,)x =0 ise Pyx = 0,P,x = PiPx = cx olacaktir. Sonug
olarak P,x = Pjcx = 0, yani x = 0 olmalidir. Bu nedenle N (4) den (cI — P,) V(4)
ye uygulanan cI — P, kisitlamasi bir izomorfizmdir. Simdi ¢ # 0 olmak iizere
(I=P)N c N(4) ve (cI—P,)N(4)c IV, (3.2.18)
oldugunu gosterelim. x € N oldugunu varsayalim. Bu takdirde P;x = — (z—:-) Pyx ve
Al = P)x = (I - P)P,(I - P)x
= (I = P)(P,x — P, Px)
=(-P) (sz + (z—j) Pyx)
= %:C—Zz (I = Py)(c,Pix + c,Px) = 0

olacaktir. Yani (I — P)x € N (A) yazilabilir. Bu da (3.2.18) esitliginin ilk kismim

ispat eder. $Simdi de x € N (4) oldugunu kabul edelim ve ¢ = 1 +§—1 olsun. Bu
2

takdirde
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Pyx = 0veP,P,x = P,x
olacagindan
(¢c1Py + cPy)(cI — P))x = €1 CPiX — ¢; PiPyx — ¢, Pox + ¢, cPyx
= —=(c1+ 2)Pox + (¢ + ) Pox = 0
elde edilir. Yani (cI — P,)x € V olur ki bu da (3.2.18) esitliginin 2. kismini ispat eder.
Boylelikle (3.2.17) ve (3.2.18) esitliklerinin birlestirilmesiyle ispat tamamlanmus olur.
Teorem 3.2.8: P;, P, € P olsun. ¢;, ¢, € C \{0},c; + ¢, #0, ve A da Lemma 3.2.2
deki gibi tanimlansin. Bu takdirde ¢1P; + ¢, P, nin sifirlik derecesi sabittir ve
N(e1Py + c2Pp) = N (P, + Py) =N(4) = dim[N'[(I = P)P,] n V(P,)]
esitligi saglanir. Ozellikle c,P; + C2P; nonsingiiler olmas: igin gerek ve yeter sart
Py + P; nin nonsingiiler olmasidr.
Ispat: Teoremin ispati Teorem 3.2.7 den ve A € C™ " pin nonsingiiler olmasi igin gerek
ve yeter sart V'(A) = 0 olmasidir gergeginden elde edilir.
Teorem 3.2.9: P,, P, € P olsun, €1, €2 € C\ {0},¢c1 + ¢; # 0 ve A matrisi de Lemma
3.2.2 deki gibi tanimlansin. Bu takdirde 1Py + ¢; P, nin ranki sabittir ve
r(c1Py + c3P,) = (P, + P,)
=r(P) +1r(4)
=7(P) +7r[(I - PYP,(I — P,)]
=n—dim[N[(I - P)P,] n N(P,)] (3.2.19)
esitligi saglanir.
Ispat: r(c,P, + C2P) =n—N(c Py + c,P,) oldugundan, ¢; P, + c,P, nin rank:
sabittir ve bu rank Teorem 3.2.8 kullanilarak Py + P, nin rankina egittir. Dolayisiyla
Lemma 3.2.2 ve Teorem 3.2.7 ye gore
r(A) = N (P) = N (4) = n—r(P) — N(4)
yazilabilir. Bu da
r(PL+P)=n—N(P,+P)=n-— N(A) = r(P) +r(4)

oldugunu gosterir.
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3.3 ki idempotent matrisin Toplamlari ve Farklarinin N onsingiilerligi

P2 =P kosulunu saglayan bir kompleks matrise idempotent matris yada
projektor denir. a,b #0vea+ b = ¢ oldugunda aP + bQ — cPQ matrisinin ranki
sabit olup P — Q nun rankiyla aymdir ve a,b = Oveaq + b = ¢ oldugunda ise aP +
bQ — cPQ nun ranki sabit olup bu da P + Q matrisinin ranki ile aynidir. Bu kisimda ise
a,b # 0 oldugunda aP + bQ — cPQ tersleri icin acik formiil verilecektir.

C, C" ve C* sembolleri sirasiyla kompleks sayilar kiimesini, n boyutlu kompleks
stitun vektorlerinin kiimesini ve m x n boyutlu kompleks matrislerin kiimesini
gostersin. Ayrica R(4), NV'(4), A* ve 7(4) ise swrastyla, A € C* matrisinin ranj uzayi

(stitun uzay1), sifir uzayz, eslenik transpozu ve rankini gostersin.
Lemma 3.3.1: 4,B € Ch olmak tizere

R(A") + R(B") = C* & N (A) n N'(B) = {0} (3.3.1)
RA) N R(B) = {0} & N (A) + NV (4) = C" (3.3.2)

Ozellikleri saglanir.
Ispat: ML C™ nin alt kiimesi olan M nin ortogonal komplementi (biittinleyeni) olsun.
(M NNt =Mt nNL, M+ N)t =MLt nNL

Ozdeslikleri C™ nin herhangi iki M, N alt uzay1 i¢in saglandigindan ve
RA =W (4)
esitliginden istenilen sonug elde edilmis olur.

Lemma 3.3.2: P,Q € C% herhangi iki idempotent matris olsun. Bu takdirde

(P —0Q) = (g) +7(P,Q) - r(P) - (Q) (3.3.3)
=7(P - PQ) +(PQ - Q) (3.3.4)
=r(P+Q)=r (g g) —r(Q)r (g g —r(P) (3.3.5)

esitligi saglanir. [6]
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Lemma 3.3.3: P,Q € C% herhangi iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
i) P — Q nonsingiilerdir.
ii) I — PQ ve P + Q nonsingiilerdir.

iii) I —PQuveP+(Q—-PQ nonsingiilerdir.
iv) C*=RP)OR(Q)= R(PHON(Q*)
V) C'=RP)ORQ)=N(P)ON(Q)
v  R(P)NR@Q) = N(P)@®N(Q) = {0}
ifadeleri birbirine denktir.[6]
Lemma 3.3.4: P, Q € C? herhangi iki idempotent matris olsun. Bu takdirde
i) P + Q nonsingiilerdir.
i) V(U -PQ)NN(P) = {0}
i) C=MQU-PQ)ON(P)
iv)  R(P)NR(Q) =R(QU - P)) ®R(P)
ifadeleri birbirine denktir.[6]
Teorem 3.3.1: a,b € C /{0} ve ¢ € C olmak {izere P,Q € C7 herhangi iki idempotent

matris olsun. Bu durumda asagidaki rank esitlikleri dogrudur.

i) Eger ¢ = a + b ise bu durumda
r(aP +bQ — cPQ) = r(P — Q) (3.3.6)
ii)  Egerc # a+ b ise bu durumda

r(aP + bQ — cPQ) = r(P + Q) (3.3.7)

Ispat: Bir matrisin rankinin bu matrise uygulanan elementer iglemlerle degismeyen
onemli bir sabit deger oldugunu yani elementer islemlerin bir matrisin rankin
degistirmedigini hatirlayalim. Boylece basit elementer blok iglemlerle asagidaki sonucu

elde edilebilir.
—P 0 aP(I - Q) —P 0 0
r( 0 - Q ) = r( 0 -0 0 )
P bQ—-(c—a)PQ 0 0 0 aP+bQ—-cPQ

=7(P)+1r(Q) + r(aP + bQ — cPQ) (3.3.8)
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Elementer blok matris iglemleriyle P2 = P ve Q? = Q esitliklerinden

)

—-P 0 aP(I - Q) 0 bQ—-(c— a)PQ aP(I - Q)
r< 0 -Q Q > = r(O —-Q Q
P bQ—-(c—a)PQ 0 P bQ—(c—a)PQ 0
0 bQ—-(c—a)PQ aP(I- Q)
= r<0 0 Q >
P bQ—(c—a)PQ 0
0 bQ—(c—a)PQ aP
= r(O 0 Q)
P bQ—(c—a)PQ 0
0 bQ—-(c—a)PQ aP
=r (0 0 Q )
P bQ 0
0 bQ—-(c—a)PQ aP
=r (0 0 Q )
P Q 0
elde edilir.

i) Eger ¢ = a + b ise yukaridaki esitlik
—P 0 aP(I - Q) 0 b(U—-P)Q aP(I-0Q)
r( 0 —Q Q ) =r (O -Q Q )
P bQ—-(c—a)PQ 0 P b(I-P)Q 0

0 b(I—-P)Q aP(I-Q)
r<0 0 Q )
P b(I-P)Q 0

(O b(I - P)Q aP(I—Q))
/4

=r|0 0 0Q
P b0 0
0 b(-P)Q aP(I-0Q)
=r<0 0 0 )
P 0 0

0 0 P p
=r{0 0 Q>=r +7(P,Q)
<P Q 0 (Q)



24

olur. Yukaridaki esitlik (3.3.8) bagintis1 ile birlestirilirse (3.3.3) esitliginden
r(aP +bQ — cPQ) = r(P — Q)

elde edilir.
ii) Egerc#a+biseP2=p oldugundan bl — (¢ — q)P nonsingtiler olup
[bl = (c—a)P]" P =(a+b- c)~lp

esitligi saglanir. Dolayisiyla

—P 0 aP(I - Q) 0 [bI—(c—a)P]Q PQ)
r( 0 -Q Q >= r(O 0 Q ),
P bQ—(c—-a)PQ 0 P Q 0
0 @ (@a+b-0o)tp 0 Q P
r(O 0 Q >= r(O 0 Q),
P Q 0 P Q 0

0 Q P P Q 0
r(o 0 Q)=r(Q 0 O)
P 0 0 0 0 pP

elde edilir. Yukaridaki esitlik (3.3.8) ile birlestirilirse (3.3.5) den
r(aP +bQ — cPQ) = r(P + Q)
oldugu goriiliir.

Sonug 3.3.1: P ve C% de iki idempotent matris ve a,b € C/{0},a+ b =+ 0 olsun. Bu
takdirde P + Q toplam asagidaki rank esitliklerini saglar:

r(P+Q)=71(P+Q - PQ) (3.3.9)
r(P + Q) = r(aP + bQ) (3.3.10)

Ispat: (3.3.7)bagitismdaa=b=¢c =1 alindiginda (3.3.9) esitligi elde edilir. Benzer
sekilde (3.3.7) bagintisinda ¢ = 0 alindifinda ise (3.3.10) esitligi elde edilecektir.

Teorem (3.3.2): P veQ C" de herhangi iki idempotent matris a,b e C/{0} ve
¢ € C olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar esdegerdir.

i) P — @ nonsingiilerdir. (3.3.11)
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ii) Herhangi a + b = ¢ icin aP + bQ — cPQ nonsingiilerdir. (3.3.12)
i) C* = R(P( - Q)@OR(U - P)Q) (3.3.13)
iv) "= N(PI-)oN(U - P)Q) (3.3.14)

Ispat: Teorem (3.3.1) den dolay (i=ii) seklindedir.
(ii = iii):Bu durumda
¥=PU=Q)(P-Q)"x+ (I -P)QPP - Q) (~x)
esitliginden
C" = RPU-Q) +R(U-P)Q)
elde edilir, fakat (3.3.4) bagintisindan
n=r(P~Q)=r(P-PQ)+r(PQ - Q)
yazilabilir. Bu durumda
C" = RPU- Q)@ R(U-P)Q)
esitligi elde edilebilir.

(i = iv): C" = R(P(I - Q))G—)R((l - P)Q) oldugundan (3.3.4) bagintisina
gore (P — Q) =n elde edilir.

(ivei): P — Q matrisinin nonsingiiler olmas igin gerek ve yeter sart Q* — pP*
matrisinin nonsingiiler olmasidir. Bu takdirde (@) ve (c) nin denkliginde P ve Q
matrislerinin  yerine sirastyla  P* ve Q* matrisleri yazilir ve Lemma 3.3.1 de

uygulandiginda istenilen sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.3.2: Pve(Q matrisleri C% de iki idempotent matris olsun. Bu takdirde

asagidaki kosullar denktir.

i) PQ — QP nonsingiilerdir.

ii) P—Qvel — P — Q matrisleri nonsingiilerdir.

iil) € =R(PU~Q)OR(U - P)Q) =R(I - P)(I - QOR(PQ)

W = NPU-0eN(U-P)Q) =N(U-P)(I - Q)ON(PQ)
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ispat: (1) ve (ii) ifadelerinin denkligi icin PQ — QP = (I-P-Q)P- Q) oldugu goz
Oniine alinsin. (i) ile (iii) nin ve (i) ile (iv) nin denkligi Teorem 3.3.2 yi Once

Pve Q veardindanda [ — P ve Q matrislerine uygulamak suretiyle elde edilir.

Teorem 3.3.3: P ve Q C? de herhangi iki idempotent matris a,b€ C/{0} ve cecC
olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar esdegerdir.

i) P — Q nonsingiilerdir. (3.3.14)
ii) Herhangi a + b # ¢ icin aP + bQ — cPQ nonsingiilerdir. (3.3.15)
i) C=RQU-P)@ N(UI-P)Q)ve N(P) n NM(Q) = {0} (3.3.16)
v)  C=®RE)NRQ) ®R(QU- P)) @ v (Q),

N(P) NV (Q) = {0} (3.3.17)

Ispat: Teorem (3.3.2) den (i=ii) oldugu goriiliir

(ii = iii): Eger x € M (P) n N(Q)ise Px =0 = Qx,x = (P + Q)71 (P +)x =0
dir. - Dolayisiyla  V(P) n V' (Q) = {0} oldugu elde edilir. xe R(QU-P))n
N ((I — P)Q) oldugunu varsayalim. Bu takdirde x = Qx = PQx olacaktir, dolayisiyla
Lemma (3.3.4) iin (iv) esitliginden  x € R(QU-P)nR(P) = {0} elde edilir. Bu da

R(Q(I—P))nN((I—P)Q) = {0} (3.3.18)

oldugunun ispatidir. (3.3.16) esitligi Pve Q matrislerinin yerine sirasiyla P* ve Q*

matrisleri alindiginda da saglanir. Buna Lemma 3.3.1 uygulandiginda
R(Q(I—P))+N((I—P)Q) = {0} (3.3.19)
Esitligi elde edilir. (3.3.1 0) ve (3.3.17) esitlikleri birlestirilerek (c) saglanir.

(iii = iv): Bger x € V(P + Q) ise bu takdirde Px = —Qx = —PQx = QPx

dir. Boylece
(I—-P)QPx = 0ve 2Px = —Q(I — Px)
olacaktir. Bu nedenle

Px e R(QU-P))nwv(( - P)Q) = {0}
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bulunur. Buradan
Px=Qx=0vex e N(P) n N(Q) = {0}
yazilabilir, bu da V(P + Q) = {0} oldugunu gésterir.

(iv=>i) N((I—P)Q)=(R(P)nR(Q))®N(Q) oldugunu belirtelim, bu

durumda (iii) ve (iv) denkliginin saglandig1 goriiliir.

Sonug 3.3.3: P ve Q C" de herhangi iki idempotent matris a,b € C /{0} ve cecC
olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar esdegerdir.

i) (P — Q) nonsingiilerdir.
ii) aP +bQ —cPQvel — PQ nonsingiilerdir.

Ispat: Lemma 3.3.3(ii), Teorem 3.3.2 (ii) ve Teorem 3.3.3 (ii) den denklik goriilir.
Simdi de (I — PQ)™" ve (aP + bQ — cPQ)™1 i¢in agik formiiller verilebilir.

M ve N sirasiyla gériintii ve ¢ekirdek olmak tizere Py yi projektorler icin
yazmak uygundur.
Teorem 3.3.4: a,b € C/{0} ve c € C olmak iizere P ve Q € C3 matrisleri P —Q

nonsingiiler olacak sekilde verilmis olsun ve F ve G projektsrleri

F=Paeyz@)» G = Priwp
seklinde verilsin. Bu takdirde

(I-PQ)'=I-F+F¢G (3.3.20)
dir. Eger ¢ = a + b ise

(@aP+bQ —cPQ) 1 =p1] —p-1F + (ab)™(c - a)G (3.3.21)
vec#a+b ise

(@P+bQ —cPQ) 1 =p~1] - p-1F + (ab)™Y(c - a)G

+(ab)™*(a+ b — c)GF (3.3.:22)

seklindedir.
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Ispat: P — Q nonsingiiler oldugundan
F=Papyzey=PP-Q) 1 =(P-0Q)(I-0) (3.3.23)
G=Nv@uwe) =P =Q)7P=(1-Q)(P-0Q)? (3.3.24)

yazilabilir ki bu durum Lemma 3.3.3 den garantilenmistir. Bu durumda F ve G nin her

ikisininde idempotent matris olacag: yine lemma 3.3.3 den garanti altina alinmustir.
(3.3.22) ve (3.3.23) esitliklerinden

FP=P,PF =F,FQ = 0,QF = Q+F -1
GP =G,PG=P,GQ =Q+G6G-1,06=0
yazilabilir. Basit bir hesaplamanin ardindan
(I-PQYU—-F+FG) =1
esitligi elde edilecektir. Eger ¢ = a + b ise bu takdirde
(aP +bQ — cPQ)~[b~1 — p~1F + (@ab) Y (c—a)G] =1
yazilabilir. Eger c # a + b ise
(@P +bQ — cPQ) ™[~ — b~1F + (ab)™(c - a)G + (ab) (a + b — C)GF] =1
olacag agiktir ki bundan (3.3.19), (3.3.20) ve (3.3.21) elde edilmis olur.

Simdi de P ve Q € C? idempotent matrisleri i¢in aP + bQ — cPQ matrisinin
nonsingiiler fakat P —(Q matrisinin singtiler oldugunu varsayalim. Bu durumda
(3.3.22) denklemi (aP + bQ — cPQ)™* nin formiile edilmesinde kullanilamaz. Ciinkii

(3.3.22) teki projektorlerin meveut olmasi gerekmez.

Teorem 3.3.5: aP + bQ — CPQ matrisi nonsingiiler ve P — Q matrisi singiiler olacak

sekilde P,Q € CP idempotent matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
M=R(QU=-P), ¥ =N(U-P)Q), U=RP)nR(Q),

V=RQU-P)®N@Q)

olmak tizere
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(aP 4+ bQ — cPQ)™! = [Ia+b—0c)1(c— b)Pyy|[b~1I - b~ Pipym]
+(ab)™'(c —a)P NNV (P)
+(ab) (@ + b ~ )Py x(py Paoyan (3.3.25)
yazilabilir.

Ispat: aP + bQ — cPQ nonsingiiler ve P — Q singiiler oldugundan Teorem 3.3.2 den
a+b # c dir. Bu nedenle Teorem 3.3.3 den P + Q nonsingiilerdir. Yine Teorem 3.3.3
den dolay1 C" = M@®N = U®V esitligi elde edilir. Simdi S = Py, T = Pyy olsun.
Bu durumda Ucpn oldugundan ST = PunxPyy=0 ve M cV oldugundan da
TS = Py y Py 5=0 yazilabilir. Boylece

NT+)=NTDnNES)=VAN = N(Q)ve R(T + 5) = R(T)@R(S) = UM
olmak tizere (T + S)? =T + S matrisi bir idempotent matristir. T + S ve Q matrisleri

idempotent oldugundan
C*=N(T+95) ®R(T +5) =N @ UM =NQ) ®ROQ)
yazilabilir. U @ M < R(Q) oldugundan R(T + S) = R(Q) yani T + S = Q yazilabilir.
S =Py ve P+ Q nonsingiller oldugundan
RQUI~-P))NRP)= {0}=(I-P)Q)n N(Q)
oldugu, yani
R(S) NR(P) = {0} = N (S) n V'(P)

oldugu gériiliir. Lemma 3.3.3 iin (1) © (vi) boliimiinden P — S matrisi nonsingiilerdir.
Bu durumda lemma 3.3.3 ¢ gore P + S matrisi de nonsingiilerdir. Sonug olarak Teorem

3.3.3 den aP + bS — cPS matrisi nonsingiilerdir. Teorem 3.3.1 den
(aP + bQ - CPQ)—I = b—ll - b—lp,'R(P),fR(S) +(ab)_1(c - a)PN(S)'N(p)
+(ab) ' (a+b-c)P N ($).¥P)PrP),R(s)

= b7 — b Py iy + (ab)~1(c — QPN v p)
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+(ab)_1(a +b— C)PN,N(P)PR(P),M (3326)

esitligi elde edilir. Q = T+ § ve PT = T oldugundan
aP + bQ — cPQ =aP+bS—cPS+ (b— )T

= (aP + bS - cPS)[I + (b — c)(aP + bS — cPS)™1T]

esitligi yazilir. Sonu¢ olarak [ + (b —c)(aP + bS — CPS)™T  matrisi nonsingiiler
olup
(aP + bQ — cPQ)™1

=+ (b= c)(aP + bS - cPS)™T]"1(aP + bs — cPS)1

yazilabilir. PT =T ve ST = oldugu i¢in (aP + bQ

— ¢PQ) = aT dir. Bu yiizden de
(@P + bS — cPS)™1T = g-1T

olup
[I+(b-c)(aP + bS — CPS)TTI =1 +a (b - )T+

=I+(a+b—~e)c—b)T (3.327)

elde edilir. Boylece (3.3.26) ve (3.3.27) birlestirilerek (3.3.25) esitligi elde edilir.
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34.1 idempotent Matrisler I¢in Rank Esitlikleri

P ve Q iki idempotent matris olsun. Birgok durumda P + @ nun nonsingiilerlik,
idempotentlik, tripotentlik, nilpotentlik gibi gesitli 6zelliklerinin bilinmesj Onemlidir.
Bununla ilgili degisik kaynaklarda bircok calisma mevcuttur. m boyutlu bir 4 kare
matrisinin nonsingiiler olmas: icin gerek ve yeter kosulun r7(4) =m oldugunu
hatirlayalim. Eger P + Q matrisi igin baz1 rank esitsizlikleri ve esitlikleri ortaya

konulabilirse bu esitsizliklerden P + Q igin degisik 6zellikler tiiretilebilir.

Teorem 3.4.1: P ve Q m mertebeli kompleks idempotent matrisler olsun. Bu durumda

P + Q matrisi asagidaki rank esitliklerini saglar:

r(P+Q)=r [g g] — (0= [g g] —r(P), | (3.4.1)
r(P+Q) =r[P—PQ,0] = r [Q ‘PPQ], (3.4.2)
r(P+Q)=r [P _QQP] =r[¢ "PP 4] (3.4.3)
r(P+Q) =r(P~PQ - QP +0PQ +1(0)), (3.4.4)
r(P+Q) =7(Q - PQ - QP + QPQ) +r(Q), (34.5)

Ispat: Bir matrisin rankinin bu matrise elementer matris islemleri uygulanmasiyla
degismeyen onemli bir sabit deger oldugunu, yani, bu islemlerin matrisin rankini
degistirmedigini hatirlayalim. Béylece, éncelikle elementer blok matris islemleriyle

asagidaki basit sonucu bulunabilir,
P 0 P P 0 0
r[O Q QJ=r[O Q 0 J=r(P)+r(Q)+ r(P+ Q)
P Q 0 0 0 -P-¢Q

Diger yandan P2 = P ve g%=0 oldugunu belirtelim. Elementer blok matris isemleri

yardimiyla asagidaki rank esitligi elde edilir.

P 0 P P 0 P
T'[O Q Q] =rl—QP 0 QJ
P 0 0 P Q 0
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0 0 Q

2P 0 P 2P0 0
=r[ ]=r
P Q 0

= r[P g] +r(P)

Bu iki sonucun birlestirilmesiyle (3.4.1) deki ilk esitlik elde edilir. Simetri yardimiyla
da (3.4.1) deki ikinci esitlik elde edilir. Tanim 2.1.20 deki Genellestirilmis ters
tanimindan hareketle herhangi bir idempotent matrisin kendisinin genellestirilmis tersi

olacag agik¢a goriiliir.

Tian ve Styan[7] tarafindan ortaya konulan

r[4,B] =(A) +7(B — AA"B) = r(B) + r(4 — BB~ A) (3.4.6)
r [‘é] =7(A) +7(C ~ CAA) = (C) +r(C - CA-A) (3.4.7)
r [g g] =7(B) +7(C) + (I, - BB-)A(l, — CC)] (3.4.8)
r[g g] =r[, —éA‘A g :élj:g]

= ray+r|, 0 B—AA‘B]

C—CA™A D-CAB (3::3)

rank esitlikleri (3.4.1) deki iki blok matrise uygulandiginda (3.4.2) -(3.4.5) esitlikleri

elde edilir.

Teorem 3.4.2: P ve Q m mertebeli kompleks idempotent matrisler ve a, ve a,

sifirdan farkli olmak tizere @; + a; # 0 kosulunu saglayan sabitler olsun. Bu takdirde
r(aP + a,Q) =r(P + Q) (3.4.10)

dir, yani, @, P + a,Q nun rank: @1 ve a, sifirdan farkli olmak iizere ve a+ a; #0

kosulu altinda sabit kalir.[7]

Bu esitlik Tian tarafindan bir problem olarak 6ne striilmiis ve ispatlanmigtir.
AP #0 ve u# 0 olmak iizere herhangi P? = AP ve Q2% = AQ icin Tian ve Styan

tarafindan ortaya konulan
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r(uP + Q) = r [g g] = w0y =7 [g g] - r(P)

sonucundan yararlanarak bu esitlik gosterilebilir. Bu sonug iki idempotent matrisin

lineer kombinasyonlarin: igeren rank esitliklerini sadelestirmek icin de kullanilabilir.

r(uP +2Q) yu igeren degisik rank esitliklerini ortaya koymak igin bu esitlik
kullanilmalidir. P ve Q idempotent matrislerinin toplamina iligkin diger birtakim rank

esitlikleri asagida verilmistir.

Teorem 3.4.3: P ve Q m mertebeli kompleks idempotent matrisler olsun. Bu takdirde

rP+Q)=r (g 8 ,‘3] —-r[P,Q], (3.4.11)
r(P+Q)=r _(g I((ﬂ —F [g] (3.4.12)
rP+Q)=r rg ~ gg] + r(P) +r(Q) — r[P, 0], (3.4.13)
r(P+Q) =[P - PQ,Q - QP] + r(P) + (Q) — [g], (3.4.14)

esitlikleri gecerlidir.
Ispat: (3.4.9) bagintisi ve elementer blok matris islemlerinden hareketle

r[g 8 g]”[Q—PQP Q:JQ 2]

=r®+ry 2op 2500 1]

= r(P) +r[Q _OQP ¢ P g]

=1(P) +7(Q - PQ) +7[Q — QP,P]

=1P.Q1+r[¢ P]-+(p)

=7[P,Q]+1r(P +0Q)
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elde edilir. Sonu¢ olarak (3.4.11) esitligi saglanir. Simetri Ozelliginden dolay: ayn
zamanda (3.4.12) esitligi de saglanir. (3.4.6) ve (3.4.7) esitlikleri (3.4.11) ve (3.4.12)
ye uygulanirsa (3.4.13) ve (3.4.14) esitlikleri elde edilir.

Teorem 3.4.4: P ve Q m mertebeli idempotent matrisler olsun. Bu takdirde
Ly — P
P+ =@ +1@-mtr([" 20U =P 1 - Q) (415
m
esitligi gecerlidir.
Ispat: Elementer blok matris islemlerine gére

P 0 I, 0 o0 1,
7‘[0 Q ImJ=r[O P+Q OJ=2m+r(P+Q)
I, L, 0 I.. 0 0

elde edilir ve dolayisiyla elementer matris islemleriyle

P 0 I, P 0 I,—P
T‘[O Q Im}=r[ 0 Q ]m—Q}
L

by Ly 0 -P I,-0 0
0 0 Lz = P
=T'(P)+7‘(Q)+T 0 0 In—Q
Uy =P Ip,—Q =2I, |
[ 0 0 Iy — P
=rP)+r(@+r( 0 0 In-Q

=P I,—Q .

Im_'P (Im—P)(Im_Q) 0
=r(P)+7(Q) + U = P)Uy, — Q) I — 0
0 0 I'm
=7(P+Q)
=r(P)+r(Q)+m+r([;::g][Im—P ,Im—Q])

oldugu goriiliir. Boylelikle (3.4.15) elde edilmis olur.
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(3.4.11) - (3.4.15) in sag yanmindaki blok matrisler lizerinden, iki idempotent matrisin
toplami i¢in bazi yeni zellikler tiiretilebilir. Ozellikle,P ve Q kompleks sayilar cismi

lizerinde ortogonal projektorler ise, bu takdirde (3.4.15) esitligi

[P+ Q] = r(P) +7(Q) —m + hn—P I, -0] (3.4.16)
veya esdeger bigimde

rP+Q)=r(P)+7r(Q) —m + r(Pt + Qb (3.4.17)
seklinde olur.

Sonu¢ 3.4.1: P ve Q m mertebel; idempotent matrisler olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir;

i) P + @ nonsingulerdir.

i) r [g g} =1 [S] +7(Q) ver [g] =m,

iii) T [Q g] =1 [g] +7(Q) ver [g] =m,

i r[g gJ = 7[P,Q] +7(Q) ver[P,Q] = m,

V) r[g g] = 7[Q,P] + r(P) ve r[Q,P] =m,
vi) r [g g 1(3)] = r[P-PQ,Q - QP] +r[P,Q,0] ve r[Q,P] =m,
P Q P P
vii) r[Q OJ = r[QJ+r[O} ver[g] =m,
0 P 0 Q
viii) 7 ([11:: B g] Un—P Ly — Q]) =2m— r(P) —r(Q),
Bu durumda
r[A,B] = r(4) + r(B) — dim R(4) n R(B), (3.4.18)
r[A,B] = r(4) + r(B) & R(4) n R(B) = {0}, (3.4.19)

r [g] = 7(4) +r(B) dim R(A*) nR(B"), (3.4.20)
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r [;1] =1(4) +7(B) & R(A) nR(B*) = {0}, (3.4.21)

yazilabilir. Dolayisiyla Sonug 3.4.1 deki bazi rank esitlikleri matrislerin ranjlar yoluyla
da gosterilebilir. Tian ve Styan[7] ayni boyutta herhangi iki P ve Q idempotent matrisi

icin
P
r(P-Q)=r [Q} +7[Q,P] - r(P) — r(Q) (3.4.22)

esitliginin saglandigim gostermislerdir. Ayrica hem Iy — P ve hem de In—0Q

matrisleri idempotenttir. Buradan haraketle

7P =Q) =7[(n = P) - (I, — Q)]

”HZ—Q]”[’m-P = Q1 = 7(ly — P) = r(I,, — Q)

=7 [;m - g] Frlm =P b= Ql+7(P) +r(Q) —2m  (3.423)

elde edilir. (3.4.22) ve (3.4.23) esitliklerinin birlestirilmesi
I,—P

=7 [g] +7[Q, Pl + 2m — 2r(P) - 2r(Q) (3.4.24)

oldugunu géosterir. Eger P ve Q iki kompleks ortogonal projektor ise (3.4.24) ifadesi
(3.4.17) ifadesine doniisiir.

Teorem 3.4.6: P ve Q m mertebeli idempotent matrisler olsun. Bu takdirde

(P
r P ol =&k=-Dre+0)+rp), (3.4.25)
ijxk
[P Q
r P 0 =(k=1Dr(P+Q) + [P, 0], (3.4.26)
P-jkx(k+1)



37

P Q

P - o P

rl QJ =Ge-DrP+Q+7[f]
P lger1yx

esitlikleri saglanir. [7]

Teorem 3.4.7: P ve Q m mertebeli idempotent matrisler olsun. Bu takdirde

(P+Q) (P-Q)]_

leeg o |=rPr@+re-g,
P-Q) P+Q)_

r((P+Q) 0 ]—ZT(P'FQ),

[P Q 0

r|@ P+Q P}:Zr(P+Q)+r(P—Q),
10 P Q

"P Q 0

r|xQ@ P PJ:Zr(P+Q)+r(P—Q),
L0 +Q P

esitlikleri saglanir.

(3.4.27)

(3.4.28)

(3.4.29)

(3.4.30)

(3.4.31)

Ispat: P2 = Pve Q2 = Q oldugundan elementer blok matris islemleriyle (3.4.28) de

iddia edildigi gibi
r[§§f8§ (PEQ)] B r[(PfQ) (PEQ)]
- [—PQ 20*9 P]
=+ py 5P

= [P 0 ]

= 1(P) +7[(Um ~ P)QU — P)] + (P — Q)

r(P+Q)+ r(P - Q)



38

elde edilir. Ayrica (P + Q)(P — Q)2 +P-Q)(P+0) /2 =P — Q yazlabilir. By

durumda elementer blok matris islemlerinden hareketle (3.4.29) da iddia edildigi gibi

lero “37

=r[P—Q—§(P+Q)(P—Q)—i(P—Q)(HQ) P+QJ
P+Q 0

_ r[Pf:Q P$Q]=2r(P+Q)

yazilabilir. Bu ise
P Q 0 P Q—-PQ 0
r[Q P+Q PJ:r[Q—QP 0 P—PQ]
0 P Q 0 P-QP Q

0 Q-PQ 0
= r(P)+r(Q)+r[Q—QP 0 P—PQ}
0 P-QP 0

. r(p)+r(Q)+r[§:P8]+r[Q—QP,P—PQ]

=2r(P+ Q) + r[g] + r[P,Q]l — r(P) - r(Q)

=2r(P+Q)+r(P-0Q)

oldugunu gosterir. (3.4.9) esitliginden ve elementer blok matris islemlerinden
yararlanarak (3.4.31) de iddia edildigi gibi

P Q 0 P Q-PQ 0
r[Q P QJ=r[Q—QP P—-2Q Q—QPJ
0 Q P 0 Q-PQ P

=2r(P)+ r[Q—QP P-2Q Q-0QP

[ 0 @—£g 0
0 Q —PQ P }

=2r(P)+ |0 P-2Q0 Q-QP
0 ¢-PQ 0

0 0 0]
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0 0 0
=2r(P)+ r|0 P-20Q Q-QPJ
0 @Q—-PQ 0
_ [P—2Q Q-QP
= 2r(P) + T_Q—PQ 0 ]

P =20 0
i a%—HM%—m]

=2r(P) +r(P—2Q) + r[(, - P)Q(I, — P)]
=7r(P)+2r(P+ Q)
ve
P Q 0 P Q- PQ 0
r[—Q P Q]=r[—Q+QP P+2Q Q—QP]
0 —Q P 0  —Q+PQ P
0 Q-PQ 0 ]

=2r(P)+r[—Q+QP P+2Q Q-QP
0 -Q+PQ 0

0 0 0
=2r(P)+r[O P +2Q Q—QPJ
0 Q—-PQ 0

~2rpy+r[f 722 Q-0

P+ 2 0
=2r(P)+r[ ey ]

0 Un=P)QUn—P)
=2r(P) +7(P +2Q) + r[( = P)QUy, — P)]
=7(P) + 2r(P + Q)

oldugu gériiliir. P> = P ve Q2 = Q olsun. Bu durumda

(3% po-wovo

r[P O;P]=2r(P+Q), a#1,
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Qe 1_
7 0 P¢QJ—27“(P+Q),

P Q 0
r|lQ P O]:Sr(P+Q),
Q 0 P

[P Q Q

rl—Q P QJ= r(P) +2r(P + Q),

-Q @ P

(P+Q P Q

rl ¢ P+Q p J: r(P) + P +9Q,
Q P P+9Q

P Q 0 0

rg g £ 8 = 4r(P + Q)

0 0 Q P

esitliklerinin saglandig1 benzer bigimde gOsterilebilir.

Teorem 3.4.8: P ve ayni boyutlu ortogonal projektorler olsun. Bu takdirde

r[P QJFPQ PiQQ} = P+Q (3.4.32)

P+Q PQ 0
r[ QP P+Q PQ J = 3r(P + Q) (3.4.33)
0 QP P+9Q

esitlikleri gecerlidir.
Ispat: P2 = p = p* e Q% = Q = Q* oldugunu belirtelim. Béylece

(o’ #l=lo § 2l § 3

yazilabilir. Diger yandan P + Q = [P, QI[P, Q]" esitligi g0z Ontine alinarak
R@OESRP+Q) ve r(P+ Q) =r[P,Q]
olur. Boylece

r[PQJ;Q PZQQ]”[I(; g gJ
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18 8 3

130 5

=1(P+Q) —r[-Q,P] = 2r(P + Q)

olacaktir. Ayrica

QP P+Q PQ P Q 0

[P+QPQ 0 P Q 0 01[P Q 0 o
=10
AN R SR

oldugundan

P+Q PQ 0 P Q 0 o
7‘[ QP P+Q PQJ:r[O P Q OJ
0 QP P+9Q 0 0 P @

P+Q P Q 0

P+Q Q 0 o
=17
HESY

0 P—g O 0

P+Q @ 0 o
| |
0 —Q P Q

=r(P+Q)+r[PaQ P g
=+ +r[p 2 0]

=rP+Q+ [} P20
=rP+Q+ [} N

=r(P+Q) + r[g P 0

=3r(P+ Q)

yazilabilir. Tiimevarim yOntemiyle
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P+Q PQ

QP P+9Q

r =n.r7(P + Q) (3.4.34)

~ PQ

QP P+ Q (k+1)xk
oldugu gosterilebilir. P ve Q idempotent matrisleri igin P4+ Q nun ranki P — Q,
PQ+ QP ve Iy — P —Q matrislerinin ranklartyla iliskilidir. Asagidaki rank

formiilleri Tian ve Styan[7] tarafindan gosterilmistir.

r(P+ Q) +r(PQ — QP)=r(P-0Q) + r(PQ + QP), (3.4.35)
rP+Q)=r(P+Q- PO, (3.4.36)
r(P+Q) =r(PQ + QP) = (Un—P—-0Q)+m, (3.4.37)

Boylece P+ Q,PQ + QP ve (I, — P — Q) matrislerinin nonsingiilerligi icin gerek ve

yeter kosullar ortaya konulabilir.

Teorem 3.4.9: P ve Q idempotent matrisler olmak tizere @y ve a toplamlar sifirdan
farkl skalerler olsun. Bu takdirde

r(PQ—-QP) =r hQ +7[PQ,QP] - r(PQ) - r(QP), (3.4.38)
QP

r(Pe+oP ) =r[s ©F |- repy =+ 50 & ’]-rre), G439

7(a;PQ + a,QP) = r(PQ + QP), (3.4.40)
dir ve dolayisiyla

i) PQ = QP & R(PQ) = R(PQ) ve [(PQ)]* = [PQT*
i) PQ+QP=0oPQ=0P=0

kosullar: saglanir.
Ispat: (3.4.38) esitliginin ispati Tian ve Styan[7] tarafindan verilmistir.

PQ 0 aPQ PQ 0 0
r[O QP aZPQJ=r[O QP 0 J
PQ QP 0 0 0 -aPQ-a,PQ
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=r(PQ) +r(QP) + r(a,PQ + ayPQ) (3.4.41)

oldufunu hatirlayalim. Diger yandan P? = Pve Q2% = Q dir. Ayrica elementer blok

matris islemlerinden

QP a,PQ —QPQ 0 a,PQ

PQ 0 a,PQ PQ 0 aPQ
s & =el-rhge 5 =
PQ QP 0 PQ 0 0

(1+aa,™)PQ 0 a,PQ]
=7 0 0 a,PQ
PQ QP 0 |
[PQ 0 0
= P 0 0 aZQP
| 0 QP a1(1+a1a2"1)PQj

= fea(1+ c;llgxz_l)PQ QOP] + r(PQ)
=r ng QOP ] +7(PQ) (3.4.42)
yazilabilir. Asagidaki sonug benzer bigimde gosterilebilir.
r [POQ QOP :21};8] =r [gg %P ] + r(PQ) (3.4.43)
PQ QP 0

(3.4.41), (3.4.42) ve (3.4.43) birlestirilerek (3.4.39) ve (3.4.40) esitlikleri saglanir.
([m_P)—(Im_Q)_(Im_P)(Im_Q)=PQ_'QP
oldugundan (3.4.8) esitliginden

(In —P) (I, — Q)J

T(PQ B QP) - r[(lm - Q) (Im - P)

+r[(lm - P)(Im - Q) (Im - P)(Im - Q)]

+27r(P)+2r(Q) — 2m — r(PQ) —r(QP)
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yazilabilir. (3.4.39) esitliginden r(a,PQ + QP) > max{r(PQ),r(QP)} oldugu goriiliir.
Eger P ve Q matrisleri PQ = QP sartim sagliyorsa, bu durumda by matrislerle iligkili
birgok sonug verilebilir. Geleneksel matris toplam ve ¢arpimlarina gore ay,aq,a,,a; €
C olmak iizere aolm + a,P + a,Q + azPQ  seklindeki tiim lineer kombinasyonlar

C uzerinde bir 4 boyutlu cebir olusturur. Bu cebir birgok ilging ozellige sahiptir.

Ornegin,

tuI, 0 0 0
. B 0 (Y 0 0
1 _ 2im
L diag(M,, Mz, M3, My)L™* = 0 0 taly, 0
0 0 0 talm

esitligi saglanir. Burada
M; = agl, + a,P + a,Q + a3PQ,
My = (ag + ax)I, + (a; + a3)P — a,Q — a3PQ,
M3 = (ap + a))ly, — a,P + (az + a3)Q — azPQ,
My = (ag + a; + a, + a;) I;m = (a; + a3)P — (a, + as)Q + az;PQ

ve M=Im—P—Q+PQ olmak {iizere

L=["1
M Q-PQ P-PQ PQ
Q-PQ M -PQ  —(P-PQ)
P-PQ  -PQ Mo —(0-PQ

PQ  -(P-PQ) -(0-Pog M
seklindedir. Diger yandan M; matrisi

My =t:(I, =P~ Q + PQ) + t,(Q - PQ) + t3(P — PQ)+t,(PQ)

Ve

My =t.%(l, — P - Q + PQ) + t,%(Q — PQ) + ts*(P - PQ)+t,*(PQ)
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seklinde parcalanabilir. Eger t,t,,t3,t, # 0 ise, bu takdirde M; matrisi nonsingiiler

olup tersi
M7 =2 (=P~ Q+PQ) +1 (0~ PQ) +(P=PQ +2(PQ)

seklinde yazilabilir. Ayrica ayni boyuttaki herhangi iki A ve B matrisi igin

ming-p-r(A~ = B~) = (A - B) — r [g] —7[A,B] +r(4) + r(B)

esitliginin saglandig1 gosterilebilir. Boylece A ve B matrislerinin ayni genellestirilmis

terse sahip olmast icin gerek ve yeter sart
A
r(A—=B)=r [B] +7[4,B] - (4) - r(B) (3.4.44)

olmasidir. (3.4.44) i (3.4.3 8) e uygulayarak, aym mertebeye sahip herhangi iki P ve Q
idempotent matrisi i¢in PQ ve QP matris carpimlarinin ayni genellestirilmis terse

sahip oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.10: Pve Q m mertebeli idempotent matrisler, 4 = PQP ve B = QPQ

ve sifirdan farkli a,, a, sabitleri i¢in a; + a; # 0 olsun. Bu takdirde
A
r(A—B) =r [B] + 1[4, B] - r(4) — r(B),

g g]—r(3)=r[§ g]—r(A),

r(A+B)=r|
r(a;A+ a,B) = r(A + B),
r(A + B) = max{r(4), (B)}
yazilabilir ve dolayisiyla
i) A=B © R(4) = R(B)ve R(A") — R(B"),

ii) AtB=0 @ A=B =0

bagintilar: saglanir. Eger P2 = P ve Q% = Q ise bu takdirde
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(P=Q)°=(P-Q)=PQP-QPQ
olacag kolayca ispatlanabilir. Boylece

M- = -0l=r[y 2 [1+rPar,aral - r(pop) - r(arg)

olur. Ozellikle

(P=0Q)=(P-Q) = R(PQP) = R(QPQ) ve R[(PQP)’]

dir. Aymi mertebeli P ve @ idempotent matrisleri ve k > 1 icin bazi genel sonuclar

asagida verilmistir:

(PQ)*

r[(PQ)k_(QP)k] =r -(Qp)k

] +rI(PQ), (QPY¥] - r[(PQ)¥] — r[(QPY"],
(PQY* (QP)*
QP o

P (PQ)*
L

r[(PQ*+(QP)¥] = ] = 7[(@P)"]

] —r[(PQ)],

(PQP)¥

] +7[(PQP), (QPQ)*]

—r[(PQP)*] - r[(QPQ)*],

(PQPY*  (QPQ)*

rlPQP)*+ (epa)¥ = £ [(P20), (0P

|- rcery<ar

= [P (Pop)"

Porye o |-TP@PY

Teorem 3.4.11: P ve Q m mertebelj idempotent matrisler olsun. Bu takdirde
T[P]—r[P]+r(QP)—r(Q) (3.4.45)
PQ 0 , 4.

r[P,QP] = r[P,Q] + +r(PQ) — r(Q), (3.4.46)
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rlrel =[]+ rPe) +r@p) ~ ey — ree, (3.4.47)

rlPQ.QP1 = r[P,Q]+ +7(PQ) + r(QP) — r(P) — r(Q) (3.4.48)
esitlikleri saglanr,
Ispat: Teoremin ispatinda her ikis; de (3.4.18) den elde edilebilen
l(Um = Q) = PYUm — Q)] = m - (P) — r(Q) + r(PQ) (3.4.49)
"lUm = QU — P) = m — r(P) — r(Q) + r(QP) (3.4.50)

esitlikleri kullanilirsa elementer blok matris islemlerinden

fre 5]+ ¢ 8] =r[f] e

0 P —PQ P
ve
r [PQ oJ = r[ P OJ [Sg] (3.4.52)
0 P —QP 0

esitlikleri yazilabilir. Ayrica R(P) NR(I, — P) = {0} ve R(Q) N R(I, — Q) = {0}
oldugu bilinmelidir. Bu nedenle, elementer blok matris islemlerinden (3.4.7), (3.4. 49)
ve (3.4.50) esitlikleri kullanilarak,

Q Im Q Im—Q
r[P OJ=7‘[P -P J=r[Q (Im‘Q)([m‘P)]+r(P)
0 P 0 P 3 0

- [g] + 7l = Q) (g — P)] + 7(P)

dl

} +m —1(Q) +r(QP) (3.4.53)

Q U

Ve
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P I, P I,-P
r[PQ OJ:r[PQ PQ}

0 Q 0 Q
=7 [pr (Im - P)O(]m - Q)] + T'(Q)
=r [PPQ] +m —r(P) +r(PQ) (3.4.54)

esitlikleri elde edilir. (3.4.5 1) ve (3.4.53) esitlikleri birlestirilirse (3.4.45) elde edilir.
(3.4.52), (3.4.54) ve (3.4.45) esitlikleri birlestirilerek ise (3.4.47) elde edilir. (3.4.46)
ve (3.4.48) de verilen rank esitlikleri

o 0 2l S g]

blok matrislerinden benzer bigimde hesaplanabilir. (3.4.47) ve (3.4.48) ifadesi (3.4.38)

de yerine yazilirsa

r(PQ = QP) =7 [ 0| + 71P,Q) + +1(PQ) + 7(QP) - 20 () - 20(q)

sonucu elde edilir.

A nmin herhangi bir genellestirilmis tersi icin AA~ ve A—A matrislerinin her ikisi de
idempotenttir. Bununla beraber iki garpimin aym olmasi gerekmez. Ote yandan
AA™ + B™B ve AA™ + B™B matrislerinin ranklar1 A~ ve B~ matrislerinin secimine

bagli olarak degiskenlik gosterir.
Lemma 3.4.1:
A € Ci ve B € €}, olsun. Bu takdirde
max 7(AA™ + BB™) = min {r(4),r(B)},
ming-g-1(AA~ 4+ BB™) = r(4) + 7(B) — r(BA),

maxy-g-1r(AA™ — BB™) = min {2m — r(4) —r(B),r(4) + r(B)}
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,74'—7'?9@ r(AA~ —BB™) =r(4) + r(B) - 2r(BA)
olur. Boylece

i) AA™ 4+ BB nonsingiilerdir <  r(4) + r(B) 2m olacak sekilde

A~ ve B~ vardur.
ii) AA™ + B™B ifadesinin ranki A~ ve B~ ye gore sabittir
< BA=0veya r(AB) =1(A) +r(B) —m esitligi saglamaktadir.

iii) AA™ — B™B nonsingiilerdir &  7(4) + 7(B) =m olacak sekilde

A~ ve B~ vardrr.

iv) A"veB™ i¢in AA" =BB & r(A) +r(B) = 2r(BA) olacak
sekilde A~ ve B~ vardir.

V) AA™ — B™B nin matrisinin ranki A~ ve B~ matrislerine bagli olarak

sabittir & BA = 0 veya r(BA) = r(4) + r(B) — m dur.
Sonug olarak
ming- i, -a- 7[AA~, (I, — A)~ (I, — A)] = m,
MU, (4 8) (=)~ T[T + A) (I + A) + (I — A)~(I,, — A)] = m,

dir. Buradan herhangi A~ (Um + A)~, (I, — A)™ matrisleri icin

AA™ + (L = A) (I, — A) ve (I, + A) Un+A)" + (I — A~ Uy — A)
matrislerinin her ikisinin de nonsingiiler oldugu goriiliir.
Lemma 3.4.2: A € CJ? ve B € C, olsun. Bu takdirde

max 7(AA™ 4+ BB™) = r[4, B]
ming-pg-r(AA~ 4+ BB~) = max {r(4), r(B)}

maxs-g-1(AA™ — BB™) = min{r|[4, B,r[A,B]+m—1r(4) — r(B)},
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ming-g-r(AA~ — BB™) = max{r[A, B] — r(A), r[A, B] - r(B)},
dir. Boylelikle

i) AA™ + BB~ nonsingiilerdir < 7[A,B] =m olacak sekilde 4~ ve B-
vardir,

ii) AA”™ — BB~ nonsingiilerdir < 7[A, B] = m veya
T[A,B] = r(4) + r(B) olacak sekilde A~ ve B~ vardir.
iii) AA™ =BB~ & R(A) = R(B) olacak sekilde A~ ve B- vardir.

Py, P, ve P; iig idempotent matris olmak tizere P, + P, + P; i¢in

P, P, P,
Pt P +P)=r|p PPy | —7(P2) = r(Ps)
Py PP, 0

oldugunu géstermek kolaydir. Bu rank formiiliinden birgok ¢ikarimda bulunulabilir.

Ornegin;

PZ=p ,P}=p, ve P{ = Py ve P, + P, +P; =0 ise bu takdirde P, = Pb=P,=0
di, By, P; .. P, idempotent ve k > 3 olmak iizere Py + Py, ...+ Py toplam i¢in rank

formiilleri zaten agiktir.
Teorem 3.4.14: P ve aym biiylikliikte ortogonal projektorler olsun. Bu takdirde

P+Q PQ P+Q
QP P+Q _
R PO =R

P P+ql,, P+Q

P+Q

nxn

esitligi vardir.[7]
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4. SONUC VE ONERILER

Ug boliimden olusan bu tez ¢alismasinin birinci Béliimiinde Matris Cebirinin gelisimi
ve kullanim alahlndan s6z edilmistir.ikinci Bsliimii Matris ve Matris Uzaylari ile ilgili genel
bilgilerden olusmaktadir ve bu boliimdeki teoremler ispat edilmeden genel olarak verilmisgtir.
Ugiincii  Béliimde Idempotent Matrislerin Lineer Kombinasyonlarmin Nonsingiilerligi,

Projektorlerin toplam ve farklars ve Idempotent Matrisler i¢in Rank esitlikleri verilmistir.

Yapilan ¢alismalara ilave olarak A kompleks idempotent bir matris, B kompleks t-
potent bir matris olmak {izere C14 + ¢, B lineer kombinasyonlar: idempotent bir matris
olacak sekildeki tiim sifirdan farkli (c; c,) kompleks sayi ciftlerini belirleme problemi
de ele alinabilir. Benzer bigimde ti¢ Idempotent Matrisin de Lineer Kombinasyonlarinin

Idempotentlikleri de arastirma konusu olabilir.,
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