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Bu tezin amaci, esnek kiimeler yardimiyla, klasik yar1 grup teorisine yeni bir
yaklagim olarak literatiirde mevcut olan esnek kesisimsel yar1 grup ve esnek
kesisimsel ideal kavramlarini vermek, bunlara ait temel 6zellikleri degerlendirmek ve
bu yapilardan elde edilen sonuglari Sunmaktir.

Bu ¢alisma iki ana boliimden olusmaktadir. ik boliimde galismanim temeli olan yar1
gruplar, idealler ve esnek kiimeler hakkinda bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir.
Ayrica esnek kesisimsel carpim ve esnek karakteristik fonksiyon kavramlari ele
almmustir. Ikinci boliim ise bes kisimdan olusmaktadir. Ik kisimda esnek kesisimsel
yar1 grup kavrami, ikinci kisimda esnek kesisimsel sol (sag, iki yonlii) ideal kavrami,
ticiincii kisimda esnek kesisimsel bi-ideal kavrami, dordiincii kisimda esnek
kesisimsel 1i¢ ideal kavrami, besinci kisimda ise esnek kesisimsel yar1 ideal
kavramlari verilerek bunlara ait 6zellikler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Esnek yar1 grup, Esnek kesisimsel yari grup, Esnek ideal,
Esnek kesisimsel ideal.



ABSTRACT

SOFT INTERSECTION SEMIGROUPS AND IDEALS
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Institute for Graduate Studies in Natural and Technology
Department of Mathematics, 2018
MSc. Thesis, 39p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yildiray CELIK

The aim of the present thesis is to give the concepts of soft intersection semigroup
and soft intersection ideal which are available in the litarature as a new approach to
semigroup theory with the help of soft sets, to evaluate the basic properties of them,
and is to present the results obtained from these structures.

This study consists of two main chapters. In first chapter, some definitions and
theorems which are crucial for study such as semigroups, ideals and soft sets are
stated. Also, the notions of soft intersection product and soft characteristic function
have been examined. In second chapter contains five parts. In the first part, the
notion of soft intersection semigroup, in the second part, the notion of soft
intersection left (right, two sided) ideal, in the third part, the notion of soft
intersection bi ideal, in the fourth part, the notion of soft intersection interior ideal,
the fifth part, the notion of soft intersection quasi ideal are given and algebraic
properties belonging to these are presented.

Key Words: Soft semigroup, Soft intersection semigroup, Soft ideal, Soft
intersection ideal.
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1. GIRIS

Belirsizligi anlamak ve buna uygun ¢oziimler bulmak icin birgok teori gelistirilmistir.
Bu teorilerden bazilar1 olasilik teorisi, bulanik kiime teorisi, yaklagimli kiimeler
teorisidir. Bu teoriler ortaya atildiktan kisa bir zaman sonra bir¢ok arastirmacinin

dikkatini ¢ekmis ve bir¢ok alana uygulanmustir.

Belirsizliklerle basa ¢ikabilmede kullanilan yeni bir matematiksel model olan esnek
kiime teorisi ise ilk olarak D. Molodtsov (1999) tarafindan ortaya konuldu.
Molodtsov (1999, 2004) siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teori,
yoneylem arastirmasi, Rienmann integrali, Peron integrali, olasilik teori, 6l¢iim teori

gibi birgok alana esnek kiime teoriyi uyguladi.

Daha sonra Maji ve ark. (2003) esnek kiime islemlerini tanimladi. Maji ve ark.
(2002, 2003), Pawlak (1982)’1n yaklagimli kiime teorisi yardimiyla, bir karar verme
probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini yapti ve esnek kiimelerde bazi
islemleri tanimladi. Chen ve ark. (2003,2005) ile Kong ve ark. (2008) esnek
kiimelerde parametre indirgemesi iizerine c¢alismalar yapti. Pei ve Miao (2005),
esnek tabanli bilgi sistemleri tizerine ¢aligmalar sundular. Kovkov ve ark. (2007)
esnek kiime teorisi ilizerine dayali bir analizi optimizasyon teorisi ile ilgili

problemlere uyguladilar.

Esnek kiime teorisi, 0zellikle esnek karar verme gibi birgok alanda genis kapsamli
uygulamalarla ilerleme gostermistir (Ali ve ark., 2009, 2011; Kong ve ark., 2009;
Cagman ve Enginoglu, 2010; Ali, 2011; Feng ve ark., 2010, 2011, 2013; Sezgin ve
Atagiin, 2011). Esnek kiime, hem teori hem de pratigin dengeli bir kapsamini 6ne
¢ikarir. Glinlimiizde, bilisim bilimleri, akilli sistemler, karar verme sistemleri ve bilgi

modelleme gibi alanlarda genis bir uygulama imkani buldu.

Daha sonrasinda esnek kiimelerin cebirsel Ozellikleri de bazi arastirmacilar
tarafindan calisiimaya baslandi. Ilk olarak Aktas ve Cagman (2007) esnek grup
kavramini vererek, bu kavramin temel 6zelliklerini ortaya koydular. Daha sonra
bircok arastirmaci esnek kiime kavramini farkli cebirsel yapilar {izerinde ele aldilar

ve bu yapilar tizerindeki etkisini incelediler.

Jun (2008) esnek kiimeleri BCK/BCI-cebirlerine uygulayarak, BCK/BCI-

cebirlerinde esnek kiimelerin cebirsel 6zeliklerini tartisti. Park ve ark. (2008), esnek



WS-cebirleri iizerine bir ¢aligma yapti. Feng ve ark. (2008) esnek kiime teorisini
kullanarak esnek yari halka kavramini ortaya koydular ve bunlarla ilgili bazi
ozelikleri incelediler. Sun ve ark. (2008) esnek modiilleri tanimlayarak buna ait bazi
temel Ozellikleri elde ettiler. Jun ve Park (2008) esnek kiimelerin ideal teorisindeki
uygulamalarini ele aldilar. Jun ve ark. (2009) esnek BCI cebirlerinin esnek p-idealleri
kavramini incelediler ve bunlarla ilgili 6zellikleri ortaya koydular. Acar ve ark.
(2010) esnek halkalar1 tanimladilar ve esnek halkalarin bazi temel o6zelliklerini
incelediler. Babitha ve Sunil (2009) esnek kiime bagintis1 kavramini ele aldilar ve bu
kavramla ilgili bir¢ok Ozelligi tartistilar. Cagman ve Enginoglu (2010) esnek
matrisleri ve onlara ait islemleri tanimladilar. Ayrica bir esnek maksimum-minimum
karar verme metodunu olusturdular. Majumdar ve Samanta (2010) esnek doniistim
kavrammi verdiler ve onlarm bazi 6zellikleri iizerinde calistilar. Ustelik esnek
doniisiim altinda bir esnek kiimenin resmi ve ters resmi gibi yeni kavramlar verdiler.
Liu ve ark. (2012) esnek halkalarin bazi simiflarin1 tanimlayarak esnek halkalarda
birinci, ikinci ve liglincii izomorfi teoremlerini verdiler. Qin ve Hong (2010) esnek
kiimelerin kafes yapisini insaa ettiler, esnek esitlik kavramini incelediler ve bunlarla
ilgili baz1 ozellikler elde ettiler. Atagiin ve Sezgin (2011) Molodtsov’un esnek
kiimelerle ilgili tanimini kullanarak bir halkanin esnek alt halkalar1 ve esnek idealleri
tizerinde calistilar. Ayrica bir cismin esnek alt cismi ve bir sol R-modiiliin esnek alt
modiillerini ele alarak halkalar, cisimler ve modiillerin esnek alt yapilar1 arasindaki
iliskiyi ortaya koydular. Tiirkmen ve Pancar (2012) esnek kiimelerdeki ikili
islemlerin modiil yapis1 tizerindeki etkisini arastirdilar ve esnek modiillerle ilgili bir
takim Ozellikleri incelediler. Yamak ve ark. (2011) esnek hypergrupoid kavramini
verdiler ve esnek hypergrupoidlerin L-alt hypergrupoidlerle olan iliskisini
incelediler. Ayrica esnek hypergupoidlerin bazi yeni dzelliklerini elde ettiler. Celik
ilgili yeni 6zellikler elde ettiler. Sezer (2012) esnek kiimeler yardimiyla klasik halka
teorisine yeni bir yaklasim sundu. Esnek birlesimsel halka, ideal ve bi-ideal
kavramlarini inceledi, bunlara ait 6zellikleri ortaya koydu.

Ali ve ark. (2010) bir S yar1 grubunun iizerinde esnek ideal, esnek yari ideal ve esnek
bi ideal kavramlarin1 vererek bu ideallerin bazi temel 6zelliklerini incelediler. Sezer

ve ark. (2015) yar1 gruplar iizerinde esnek kesisimsel yar1 grup, esnek kesisimsel sol



(sag, iki yonlii) ideal, esnek kesisimsel bi-ideal kavramlarin1 verdiler ve bunlara ait
ozellikleri incelediler. Sezer ve ark. (2014) yar1 gruplarin esnek kesisimsel i¢ ideali
ve esnek kesisimsel yari ideali kavramlarimi verdiler ve bu kavramlara ait olan
Ozellikleri arastirdilar. Biz bu ¢alismada Sezer ve ark. (2014, 2015) tarafindan cle
alinmig olan esnek kesisimsel yar1 grup, esnek kesisimsel ideal kavramlarii, bu
kavramlara ait 6zellikleri ve elde edilen sonuglari derledik.

Bu ¢alisma iki ana boliimden olusmaktadir. Ik béliimde calismanin temeli olan yari
gruplar, idealler ve esnek kiimeler hakkinda bazi tanim ve 6nermeler ifade edilmistir.
Ayrica esnek kesisimsel ¢arpim ve esnek karakteristik fonksiyon kavramlari ele
almmustir. Ikinci boliim ise bes kisimdan olusmaktadir. Tlk kisimda esnek kesisimsel
yar1 grup kavrami, ikinci kisimda esnek kesisimsel sol (sag, iki yonlii) ideal kavrama,
ticlincli kisimda esnek kesisimsel bi-ideal kavrami, dordiincii kisimda esnek
kesisimsel i¢ ideal kavrami, besinci kisimda ise esnek kesisimsel yari ideal

kavramlar1 verilerek bunlara ait 6zellikler sunulmustur.



2. GENEL BILGILER
2.1. Yari gruplar ve idealler

Tamim 2.1.1. (Clifford and Preston, 1961) S #= @ ve “’**’ S {izerinde taniml1 bir iKili
islem olsun. Eger her a,b,c € S i¢gin a * (b x ¢ ) = (a * b) = c ise S’ye bir yar1 grup
denir.

Ayrica (a xe) = (e * a) = a olacak sekilde e € S varsa S yart grubuna monoid

denir.

Tamm 2.1.2. (Clifford and Preston, 1961) (S,*) bir yar1 grup ve @ # A € S olsun.
Eger A * A € A ise A’ya S’nin bir alt yar1 grubu denir. Eger A * S € A ise A’ya S’nin

sag ideali, S * A S A ise A’ya S’nin sol ideali denir.

Tamm 2.1.3. (Howie, 1995) (S,*) bir yar1 grup ve @ #= T < S olsun. T’ye S’nin bi-

ideali denir& S * T xS < T dir.

Tanim 2.1.4. (Howie, 1995) S bir yar1 grup olsun. @ # A € S olmak {izere eger SAS
C A ise A’ya S’nin bir i¢ ideali denir. Eger AS N SA € A oluyorsa A’ya S’nin yari

ideali denir.

Tamim 2.1.5. (Petrich, 1973) S bir yar1 grup olsun. Her a € S igin a = axa veya a €

aSa olacak sekilde x € S varsa A’ya regiiler yar1 grup denir.
2.2. Esnek Kiimeler

Tanmm 2.2.1. (Cagman and Enginoglu, 2010) U # @ bir evren E +# @ ve ACE
olsun. U iizerinde f;: E — P(U) doniisiimii ile verilen (f;, E) ikilisine U iizerinde bir
esnek kiime denir.

fa={(x. fu®) : x €E, fo(x) € P(V) }

U tizerinde tanimli tiim esnek kiimeler S(U) ile gosterilir.

Tamim 2.2.2. (Cagman and Enginoglu, 2010) f4, fz € S(U) olsun. Her x € E igin
fa(x) € f(x) ise f,’ya fg’nin bir esnek alt kiimesi denir ve f; € fz seklinde

gosterilir.



Tamm 2.2.3. (Cagman and Enginoglu, 2010) f4, fz € S(U) olsun. Her x € E igin
faus(x) = fa(x)U fz(x) olmak iizere f, U fz = faup seklinde tanimli f; U f5 esnek
kiimesine f, Ve fp nin birlesimi denir.

Tamim2.2.4. (Cagman and Enginoglu, 2010) f;, fz € S(U) olsun. Her (x,y) € EXE
icin fayp(X,Y)=fa(x) U fg(y) olmak lizere f,V fzg=favp seklinde tanimli f; V fp
esnek kiimesine f, ve fg nin V-birlesimi denir.

Tamm 2.2.5. (Cagman and Enginoglu, 2010) f4, fg € S(U) olsun. Her x € E i¢in
fane(X)=fa(x)N fz(x) olmak iizere f, N fz = fanp seklinde tanimli f, N fg esnek
kiimesine f, ve fz nin arakesiti denir.

Tamim 2.2.6. (Cagman and Enginoglu, 2010) fy, fz € S(U) olsun. Her (x,y) € EXE
icin fug(x,¥)=fa(x) N fg(y) olmak tlizere fyAfg=fap seklinde tanimh f; A fp
esnek kiimesine f, ve fg nin A- arakesiti denir.

Tammm 2.2.7. (Feng ve ark., 2008) f4,fz € S(U)olsun.Her (x,y) €
EXE igin f,5(x,y) = fa(x) X fz(y) olmak ftizere f, X fg=fsxp seklinde taniml

fa X fg esnek kiimesine f; ve fg nin ¢arpimi denir.

Tamim 2.2.8. (Celik ve ark., 2011) f4, fz €S(U) ve ¢: A = B bir fonksiyon olsun. f,

nin ¢ doniisiimii altindaki goriintiisii ¢ (f,) ile gosterilir ve her b € B i¢in

(U{fa(a):a€eAvep(a)=b}, egerp 1(b)+0
((p(fA))(b)_{ 1) ! diger durumda

seklinde tanimlanir.

fg nin ¢ altindaki ters goriintiisi @~ *(fg) ile gosterilir ve her a € A igin
(07 1(fz))(a) = fz(¢(a)) seklinde tanimlanir.

2.3. Esnek Kesisimsel Carpim ve Esnek Karakteristik Fonksiyon

Tamm 2.3.1. (Sezer ve ark., 2015) f; ve g, U iizerinde esnek kiimeler olsunlar. Her
x,y,Z € S igin

— Ux= Z{fs (y) n gs(z)} X =Yz ise
Us © g:)00) = {Q) ’ diger durumlarda

seklinde tanimlanan f; o g, ye f ve gs’nin esnek kesisimsel ¢carpimi denir.



Tamm 2.3.2. (Sezer ve ark., 2015) X < S olsun.

U, eX
sx(x)={¢ ;“H

seklinde tanimlanan Sy fonksiyonuna X’in karakteristik fonksiyonu denir.
Agikga goriiliiyor ki Sy:S —P(U) ile verilen esnek karakteristik fonksiyon U

uzerinde bir esnek kiimedir.

Onerme 2.3.1. (Sezer ve ark., 2015) S bir yar1 grup ve X,Y < S olsun. Bu takdirde;

) X CYise Sy € Sy dir.

i) Sy N Sy=Sxny V€ Sy USy=Sxuy

iii) Sy o Sy=Sxy

Ispat:

) Tanim 2.3.2 ile ispat1 agiktir.

i) seS olsun. Eger se X NY ise s € X ve s €Y dir. Buradan (Sy N Sy)(s) =
Sx(s)NSy(s) =UNU =U = Sxny(s) dir. Eger s¢ XNY ise s¢ Xveya s&Y
dir. Buradan (Sx N Sy)(s) = Sx(s) N Sy(s) = @ = Sxny(s) dir.

Eger se X UY ise s € X veya s € Y dir. Buradan (Sy U Sy)(s) = Sx(s) U Sy(s) =
U= Syuy(s) dir. Eger s XUY ise s € Xve s ¢ Y dir. Buradan (Sx U Sy)(s) =
Sx(s) U Sy(s) = @ = Sxuy(s) dir.

iii)  seS olsun. Eger s € XY ise x € X ve Ay € Y dyleki s = xy dir. Ustelik Sy o
Sy(s) = Us=xy Sx(x) N Sy(y) 2 Sx(x) U Sy(y) = U dir. Yani (SxeoSy)(s) =U.
s = xy € XY oldugundan Syy(S)=U dur. Buradan Sy o Sy=Syy dir. Eger s ¢ XY ise
her x €X ve her y €Y igin s#xy dir. Ustelik Sy oSy(s) = Useyy Sx(x) N
Sy(¥) = @ = Sxy(s) dir. Boylece Sy o Sy=Syy elde edilir.

3. ESNEK KESISIMSEL YARI GRUPLAR VE iDEALLER

3.1. Esnek Kesisimsel Yar1 Gruplar

Tamim 3.1.1. (Sezer ve ark., 2015) S bir yar1 grup Ve f;, U tlizerinde bir esnek kiime
olsun. Her x,y € S igin f;(xy) 2 f;(x) N f;(y) ise f; ye S’nin esnek kesisimsel yar1

grubu denir. Esnek kesisimsel yar1 grubu kisaca EK-yar1 grup olarak gosterilir.



Ornek 3.1.1. S = {a, b, c,d} yar1 grubu asagidaki gibi tanimlansin.

al|b|c|d
alalal|ala
bla|al|ala

o
Q
Q
o
Q

U tizerinde f; esnek kiimesi agagidaki gibi tanimlansin.
fs(@ ={a,b,c,dj},

fs(b) = {b,c,d},

fs(c) = {c,d},

fs(d) = {b,d}

Acikca f esnek kiimesi U tlizerinde bir EK-yar1 gruptur.

Simdi, U = {[8 z] :ers} seklinde 2x2 tiiriinde matrislerin kiimesini ele alalim.

U tzerinde g, esnek kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin.

s:@={ly oo iIlo 2o 3l I
50 ={y ol-[o 1o 2l

2©=(l5 ollo 2o 3o 3l

s @={l ollo 2o 3l

gs(dc) 2 gs(d) N gs(c) oldugundan gg, U tizerinde EK-yar1 grup degildir.

Eger her x € S i¢in f;(x) = U ise f;, U tizerinde bir EK-yar1 gruptur. Bu sekildeki
EK-yar1 gruplar S ile gosterilir. Agikca S = S dir. Yani her x € S i¢in S(x) = U
dur.

Onerme 3.1.1. (Sezer ve ark., 2015)

) SoSCS

i) foSESSve Sof,cS

i) LUS=S

iv) NS =f



ispat:

i)f;€S ve x,y,zeS alalm o&yle ki x =yz olsun. Acik¢a (f;ofs)(x) =
Us=yAfs(V) N f5(2)} € U=y, fs (y2) = fs(x) dir. Buradan f;(x) 2 fs o fs(x) elde
edilir. Boylece S 2 S o S dir.

I1) 1)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.

iii) gs€S alalim. (f; U gg)(x) = fi(x) U gs(x) = U = gs(x) dir. Yani f; U g; = g, olur.
Buradan f; US = S dir.

IV) iii)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.1.1. (Sezer ve ark., 2015) f;,U iizerinde esnek bir kiime olsun. f;, U

tizerinde EK-yar1 gruptur & f; o f; C f.

Ispat: f,,U iizerinde EK-yar1 grup olsun. aeS alalim. Eger (f; o f,)(a) = @ ise
(fs o fi)(@) € f;(a) dir. Boylece f; o f; € f, dir. Diger durumlarda x,y € S alalm
oyleki a = xy olsun. f;, EK-yar1 grup oldugundan,

o @ = E@nfon

a=xy

< |Jrem

a=xy

- r@

a=xy

=fs(a) dir.
Boylece, f; o f; C f, elde edilir.
Tersing, fs o f; € f; olsun. x,y € S ve a = xy alalim.
fs(xy) = fs(a)
2 (fs o f)(a)

= | Jt@nron

a=xy

2 f;(x) n f;(y) dir.
Boylece f;(xy) 2 f;(x) N f;(y) oldugundan f; , U iizerinde EK-yar1 gruptur.

Teorem 3.1.2. (Sezer ve ark., 2015) S bir yart grup ve @ # X < S olsun. X, S’nin alt
yar1 grubudur & Sy, S nin EK-yar1 grubudur.



Ispat: X, S nin alt yar1 grubu olsun. O halde XX € X dir. Onerme 2.3.1 ve Onerme
3.1.1 ile Sy o Sy = Sxx S Sy Yazabiliriz. Boylece Teorem 3.1.1°den Sy, U tizerinde
EK-yar1 gruptur.

Simdi Sy, Snin EK-yar1 grubu olsun. Teorem 3.1.1 ile Sx(x) 2 (Sx o Sy)(x) =
Sxx(x) = U dir. Buradan Sy (x) = U ve xeX dir. Béylece XX < X dir. Yani X, S nin
alt yar1 grubudur.

Teorem 3.1.3. (Sezer ve ark., 2015) fs ve fr U ilizerinde EK-yar1 gruplar olsun. Bu
takdirde fs A fr de U iizerinde EK-yar1 gruptur.

Ispat: (x1,y1), (x2,¥,) € S X T olsun. Buradan,
fonr (e, ¥1) (%2, ¥2)) = foar(X1%2,¥1Y2)
= fs(axz) N fr(y1y2)
2 (fs(x) 0 fs(x2)) 0 (fr(r) 0 fr(2))
= (fs(x) N fr(y)) 0 (fs(x2) N fr(y2))
= fsar (x1,¥1) N fospr(x2,y,) elde edilir.

Boylece fsor U lizerinde EK-yar1 gruptur.

Teorem 3.1.4. (Sezer ve ark., 2015) fs ve fr U tizerinde EK-yar1 gruplar ise fg X fr
de U X U tizerinde EK-yar1 gruptur.

Ispat: (x1,y1), (x3,¥,) € S X T olsun. Buradan
foxr (1, ¥1) (X2, ¥2)) = foxr (X1X2, Y1Y2)
= fs(x1x2) X fr(y1y2)
= (fs(x1) n fs(xz)) X (fT(Y1) N fT(yZ))
= (fs(x1) X fT(Y1)) N (fs(x2) X fr(y2))

= foxr (¥1,¥1) N foxr (%2, y2) elde edilir.
Boylece fs X fr=fsxr U X U iizerinde bir EK-yar1 gruptur.

Teorem 3.1.5. (Sezer ve ark., 2015) f; ve hy U iizerinde EK-yar1 gruplar ise f; N hy
de U tizerinde EK-yar1 gruptur.

Ispat: x,y € S alalim. Buradan

(fs N hs) (xy) = fs(xy) N hs(xy)
2 (fs(x) N fs(¥)) N (hs(x) N hs(¥))
= (fs(x) N hs(x)) 0 (5(¥) N hs(¥))



= (f; N hy)(x) N (f; N hy)(y) elde edilir.

Teorem 3.1.6. (Sezer ve ark., 2015) fs ve fr U lizerinde esnek kiimeler, ¢, S’den T
ye bir yar1 grup izomorfizmasi olsun. Eger fs, U tlizerinde EK-yar1 grup ise ¢(fs) de
EK-yar1 gruptur.

Ispat: t;,t, € T olsun. ¢ orten oldugundan 3s;,s, € S dyleki @(s;) = t;, @(s;) =

t, dir. Buradan,

o(fs)(titz)

=| [{fs(s):s €S, @p(s) = t1t5}

u
= JUsGsises,  s=o7 (tit)}
= Jis@:ses,  s=97(p(s15)) = s15)
= u{fs(sﬁz):si €S, p(s)=t;,i=12}
2| Jtfi(s0) Nfs(s2)isi €S, @(s) =¢t;,i =12}

= (ot es.oen =) n (| a5 € 5,062 = 12)
= () (t) N (9(f:))(¢2) elde edilir.
Boylece ¢(f;), U tizerinde EK-yar1 gruptur.

Teorem 3.1.7. (Sezer ve ark., 2015) fs ve fr U lizerinde esnek kiimeler olsun. ¢, S
den T ye bir yar1 grup homomorfizmasi olsun. Eger fr, U ilizerinde EK-yar1 grup ise

@~ 1(fr) de EK-yar1 gruptur.

ispat: s;,s, € S olsun. Buradan,
((P_l(fT))(&SZ) = fT((P(S152))

= fr(e(s1)e(s2))

2 fr(e(s) N fr(e(s2))

= (¢ 7' (fr)(s1) N (97" (fr)) (52) elde edilir.
Boylece ¢~ (fr) U iizerinde EK-yar1 gruptur.
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3.2. Esnek Kesisimsel idealler

Tamim 3.2.1. (Sezer ve ark., 2015) f;, U tlizerinde esnek kiime olsun. Eger her a, beS
icin f;(ab) 2 f;(b) ise f;’ye U tizerinde S’nin EK-sol ideali denir. Her a, beS igin
fs(ab) 2 f;(a) ise f;’ ye U tizerinde S’nin EK-sag ideali denir. Her a, beS i¢in f; , U
tizerinde S nin EK-sol ideali ve EK-sag ideali ise f;’ye U iizerinde S’ nin hem EK-sol
ideali hem EK-sag ideali (iki yonlii ideali) denir.

Ornek 3.2.1. S = {a, b, ¢} yar1 grubu asagidaki tablodaki islem ile taniml1 olsun.

alb|c

alajaj)a

S lizerinde f; esnek kiimesi asagidaki gibi verilsin.

fs(@) ={a,b,c}, fs(b) = {a,b}, fs(c) = {b}

fs’nin U tizerinde S’nin EK- ideali oldugu agiktir.

Simdi de S {lizerinde g, esnek kiimesini agagidaki gibi tanimlayalim.

gs(@) ={c},  gs(b) ={b,c}, gs(c) ={ab,c}

Agikca gs(bc) = gs(b) 2 gs(c) oldugundan g, S’nin esnek kesisimsel sol ideali
degildir.

Teorem 3.2.1. (Sezer ve ark., 2015) f;, U iizerinde esnek kiime olsun. f;, U lizerinde
S’nin EK-sol idealidir & So f, € f; dir.

Ispat: f,, U iizerinde S’nin EK-sol ideali olsun. s € S alalim. Eger (So £;)(s) = @
ise S o f; C f; oldugu agiktir.

Diger durumlarda; x, y € S alalim 6yleki s = xy olsun. f;, EK-sol ideal oldugundan

Sef)s)={JEC)Nf )

s=xy

N

(U N f;(xy))

= JWn£)

11



= fs(s) dir.
Boylece S o f; C f; elde edilir.
Tersine, S o f; € f; olsun. s = xy olacak sekilde x, y € S alalim. A¢ikea,
fs(xy) = fi(s)
2 (Sef5)(s)
= | Jsmn s om

s=xy
2 S(x) N f(¥)
= fs(y) dir.

Boylece f;, U tizerinde S’nin EK-sol idealidir.

Teorem 3.2.2. (Sezer ve ark., 2015) f;, U tizerinde esnek kiime olsun. f;, U lizerinde
S’nin EK-sag idealidir & f; o S € f; dir.

Ispat: Teorem 3.2.1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.2.3. (Sezer ve ark., 2015) f;, U {izerinde esnek kiime olsun. f; U lizerinde
S’nin EK-idealidire f; oS C f,veSeo f; C f; dir.

Sonug 3.2.1. (Sezer ve ark., 2015) S, S’nin hem EK-sag hem de EK-sol idealidir.

Teorem 3.2.4. (Sezer ve ark., 2015) S bir yar1 grup ve @ # X < S olsun. X, S nin sol
(sag, iki yonli) idelidir & Sy, U iizerinde S’nin EK-sol (sag, iki yonlii) idealidir.

Ispat: Ispat1 EK-sol ideal icin yapalim. X, S’nin sol ideali olsun. Buradan SX € X
dir. Boylece S o Sy = Sg o Sy = Sgx € Sy dir. Teorem 3.2.1 ile Sy, U iizerinde S’nin
EK-sol idealdir.

Tersine, x € SX ve Sy, U tizerinde S’nin  EK-sol ideali olsun. Acgik¢a Sy(x) 2
(SoSy)(x) = (Ss°Sx)(x) = Sgx(x) = U dir. Buradan Sy(x) = U oldugu goriiliir.
Boylelikle x € X dir. Buradan SX < X ve X, S nin sol idealidir.

Teorem 3.2.5. (Sezer ve ark., 2015) f;, U iizerinde esnek kiime olsun. f;, U tizerinde
S’nin EK-idealidir & Her x,y € S icin f;(xy) 2 f;(x) U f;(y) dir.

Ispat: f,, U iizerinde S nin EK-ideali olsun. Her x,y € S i¢in f;(xy) 2 f.(x) ve
fs(xy) 2 fs(y) oldugundan f;(xy) 2 fs(x) U f;(y) dir.

12



Tersine, Her x,y € S i¢in f;(xy) 2 f;(x) U f;(y) olsun. f;(xy) 2 f;(x) U f;(y) 2
i) ve fi(xy) 2 () U () 2 £(y) dir.

Boylece, f;, U lizerinde S’nin EK-idealidir.

Agikga goriiliiyor Ki S’nin her sol (sag, iki yonlii) ideali S’nin bir alt yar1 grubudur.

Teorem 3.2.6. (Sezer ve ark., 2015) f;,U iizerinde esnek kiime olsun. Eger f;,

S’nin U tlizerinde EK-sol (sag, iki yonlii) ideali ise f;, U tizerinde EK-yar1 gruptur.

Ispat: Ispati EK-sol ideal icin yapalim. f;, S’nin EK-sol ideali olsun. Buradan her
X,y € S i¢in f;(xy) 2 f;(y)dir.

Ustelik fy(xy) 2 f5(y) 2 f5() N £:(y) yani f5(xy) 2 fo(x) 0 fi(y) dir. Boylece
fs, U tizerinde EK-yar1 gruptur.

Teorem 3.2.7. (Sezer ve ark., 2015) f;, S’nin EK-sag ideali olsun ve g;, S’nin U
tizerinde EK-sol ideali olsun. Bu takdirde f; o g, S f; N g, dir.

Ispat: Sirasiyla f, ve g; S’ninU iizerinde EK-sag ve EK-sol idealleri olsunlar.
Acikea f;, gs € S oldugundan, f;ogs © foS C f; ve fyogs € Sogg C g, dir.
Buradan f; o gs S f; N g, dir.

Teorem 3.2.8. (Sezer ve ark., 2015) f; ve hg, U lizerinde S’nin EK-sol (sag) ideali
olsunlar. Bu takdirde f; o hg de U iizerinde S’ nin EK-sol (sag) idealidir.

Ispat: f; ve h, S’nin EK-sol ideali olsunlar. x,y € S alahm. f; ve hy’ nin esnek
kesisimsel carpimi (f; o hy)(y) = Uyzpq(fs(p) N hg(q)) seklindedir. Burada eger
y =pq, xy =x(pq) = (xp)q olarak alirsak, f; S’nin EK-sol ideali oldugundan
fs(xp) 2 f;(p) dir. Boylece,

o hd® = | (@) 0 hs(@)

y=pq

c U (£:Gp) N hy(@)) = (f; © h) (xy)

xy=xpq
elde edilir. Buradan (f; o hy)(xy) 2 (f; o hy)(y) dir. Eger v,y = pq scklinde ifade
edilemezse (f;ohg)(y) =0 S (f; o hg)(xy) dir. Boylece f; o hy S’nin EK-sol
idealidir.
Onerme 3.2.1. (Sezer ve ark., 2015) f; ve fr U iizerinde S’nin EK-sol (sag) idealleri
olsun. Bu takdirde f; A fr de U iizerinde S X T’nin EK-sol (sag) idealidir.

13



Ispat: f; ve fr U iizerinde S nin EK-sol idealleri olsunlar. (x;,v;), (x3,y,) €S XT
alalim. Agikca
fonr((x1, 1) (X2, ¥2)) = foar (X1%2,¥1Y2)
= fs(x1x2) N fr(y1y2)
2 fs(xz2) N fr(y2)
= foar (x2,y2) dir,
Boylece f; A fr de U iizerinde EK-sol idealdir. Sag ideal iginde benzer sekilde
yapilabilir.

Onerme 3.2.2. (Sezer ve ark., 2015) Eger f, ve fr U iizerinde S’ninEK-sol (sag)

idealleri ise f; X fr de U X U iizerinde S X T’nin EK-sol (sag) idealidir.

Ispat: f, ve f; U iizerinde S’nin EK-sol idealleri olsunlar. (x;,v;), (x3,y,) €S XT
alalim. Acikca
foxr (1, Y1) (X2, ¥2)) = foxr (X1%2, Y1Y2)
= fs(x1x2) X fr(y1y2)
2 fs(x2) X fr(y2)

= foxr(x2,y2) dir.
Boylece f; X fr de U x U iizerinde EK-sol idealdir. Sag ideal i¢inde benzer sekilde
yapilabilir.

Onerme 3.2.3. (Sezer ve ark., 2015) f; ve hg U iizerinde S’nin EK-sol (sag) idealleri
ise f; N hg de U tizerinde S’nin EK-sol (sag) idealidir.

Ispat: f; ve h U iizerinde S nin EK-sol idealleri olsunlar. x,y € S alalim. Agikca
(fs N hs)(xy) = fs(xy) N hs(xy)
2 fs(y) N hs(y)

= (fs N hs)(y) dir.
Yani f; N hy de U tizerinde S’nin EK-sol idealidir. Sag ideal i¢inde benzer sekilde

yapilabilir.
Onerme 3.2.4. (Sezer ve ark., 2015) f;, U iizerinde esnek kiime ve ¢, S'den T"ye bir
yarl grup izomorfizmasi olsun. Eger f;, U ilizerinde S’nin EK-sol (sag) ideali ise

@ (f;) de U tizerinde T’nin EK-sol (sag) idealidir.
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Ispat: f,, U iizerinde S’nin EK-sol ideali olsun. t;,t, €T alalm. ¢ &rten
oldugundan 3s;, s, € S dyleki (s1) = t;, @(s,) = t, dir. Agikca
p(fs)(taty)

=| [{fs(s):s €S, @p(s) = t1t5}

_/
= Jis(s)ses,  s=¢7M(titr)}
= JisGxses,  s=97(p(s15)) = s157)
= u{fs(slsz):si €S, o(s)=¢t;,i=12}
> (| JthGrs: €5,060 = 1))
= (p(f))(tz) dir.

Boylece @ (f;) de U tizerinde T’nin EK-sol idealidir. Sag ideal iginde benzer sekilde
yapilabilir.
Onerme 3.2.5. (Sezer ve ark., 2015) f; U iizerinde esnek kiime ve ¢, S’den T’ye

yar1 grup homorfizmast olsun. Eger fr, U lizerinde T’nin EK-sol (sag) ideali ise

@~ 1(fr) de U iizerinde S’nin EK-sol (sag) idealidir.

Ispat: f;, U iizerinde T’nin EK-sol ideali olsun. s, s, € S alalim. Acik¢a
((P_l(fT))(&SZ) = fT((P(S152))

= fr@(s1)e(s2))

2 fr(¢(s2))

= (o™ *(fr))(s2) elde edilir.
Boylece ¢ 1(fr) U iizerinde S’nin EK-sol idealidir. Sag ideal iginde benzer sekilde
yapilabilir.

3.3. Esnek Kesisimsel Bi-idealler

Tamim 3.3.1. (Sezer ve ark., 2015) f;, U iizerinde esnek kesisimsel yar1 grup olsun.
Eger her x,y,z € S i¢in fy(xyz) 2 fs(x) N f;(z) oluyorsa f;’ye U iizerinde esnek
kesisimsel bi-ideal denir. Esnek kesisimsel bi-idealler kisaca EK-bi-ideal olarak

yazilir.

Ornek 3.3.1. S = {0,1,2,3} yar1 grubu asagidaki tablodaki gibi tanimlansin.
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U = Z, kiimesi lizerinde f; esnek kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

£:(0=1{0,12}, f(1)={0,13, £(2=(0}, £(3)={12}
fs’nin U tizerinde S’nin EK-bi-ideali oldugu kolaylikla goriilebilir.

Teorem 3.3.1. (Sezer ve ark., 2015) f;, U tizerinde esnek kiime olsun. f;, U lizerinde
S’nin EK-bi-idealidir & f; o f; S f; ve f; 0o S o f; C f; dir.

Ispat: f,,U iizerinde S’nin EK-bi-ideali olsun. f;,U iizerinde EK-yar1 grup
oldugundan Teorem 3.1.1 ile f; o f; € f; dir. s € S olsun. Eger (f;oSo f,)(s) =0
ise fsoSof; C f; oldugu aciktir.

Diger durumlarda, x,y,p,q € S olmak {izere s = xy ve x = pq olsun. f;, U iizerinde
S’nin EK-bi-ideali oldugundan f;(s) = f;(xy) = f;((pq)y) 2 f:(p) N fs(y) ve
(fsoSe f)(s)

= [(fs°S) e f5I(s)

= | Jith om0 £

s=xy

- U U (f:(@) nS(@) n f;(»)

S=xXy xX=pq

-l Jemvonrm

s=xy | \ x=pq

= | @)

s=pqy

< U fs(pay)

S=pqy

= fs(xy)
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= £.(s) elde edilir.
Buradan f; o S o f; C f; dir. Eger x=pq seklinde yazilamazsa (f; o S)(x) = @ olur ve
buradan f; e S o f,(s) = @ € f;(s) dir.

Tersine f; o f; € f; olsun. Teorem 3.1.1. ile f;,S’nin EK-yar1 grubudur. x,y,z € S
olmak iizere s = xyz olsun. f; o S o f; C f; oldugundan,

fs(xyz)

= fs(s)

2 (fsoSef5)(s)

= [(fs > S) © £s1(s)

= | J1theam n £

s=mn

2 (fs » S)(xy) N f5(2)

- | @ ns@|n e

Xy=prq
2 ((fs(x) NS N fs(2)
= ((s(x)nU) N f5(2)
= f;(x) N f;(2) elde edilir.

Buradan f;, U iizerinde S’nin EK-bi-idealidir.

Teorem 3.3.2. (Sezer ve ark., 2015) S yar1 grup ve @ # X < S olsun. X, S’nin bi-

idealidir & Sy, U lizerinde S’nin EK-bi idealidir.

Ispat: X, S nin bi-ideali olsun. Buradan XX € X ve XSX € X dir. Ustelik Sy o Sy =
Sxx € Sx dir. Boylece, Sy, U ilizerinde EK-yar1 gruptur. Ayrica,

Sy oS oSy =8y0850Sy =Sxsx € Sy elde edilir. Buradan Sy S’nin bi-idealidir.
Tersine Sy, U tlizerinde S’nin EK-bi-ideali olsun. Agikca Sy, U iizerinde EK-yari
gruptur. Simdi x € XX olsun. Buradan Sy(x) 2 (Sy o Sy)(x) = Sxx(x) =U ve x €
X dir. Boylece XX < X dir. Yani X, S’nin bir alt yar1 grubudur.

Simdi y € XSX olsun. Buradan, Sy(y) 2 (Sx°SoSx)(y) = (SxoSseSy)(y) =
Sysx(y) = U yani y € X dir. Boylece XSX € X elde edilir ve boylece X, S’ nin bi-

idealidir.
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Teorem 3.3.3. (Sezer ve ark., 2015) S yar1 grubunun U iizerindeki her EK-sol (sag,
Iki yonlii) ideali S’nin U iizerinde EK-bi-idealidir.

Ispat: f;, S’nin U iizerinde EK-sol (sag, iki yonlii) ideali ve x,y, z € S olsun. Teorem

3.2.6’dan f;, EK-yar1 gruptur. Ustelik f;(xyz) = f;((xy)z) 2 f;(2) 2 f;(x) N f;(2)
dir. Boylelikle f;, S’nin EK-bi-idealidir.

Teorem 3.3.4. (Sezer ve ark., 2015) £, S yar1 gubunun esnek alt kiimesi ve g, de
S’nin U tizerinde EK-bi-ideali olsun. Bu takdirde f; o g5 de S’nin U iizerinde EK-bi-
idealidir.
Ispat: f; o g;’nin U iizerinde EK-bi-ideal oldugunu gostermek i¢in dncelikle f; o g5’
nin U tizerinde EK-yar1 grup oldugunu gostermeliyiz. Agikea,
(fs 0 gs) o (fs°gs) = fs©(gs° (fs © gs))

S fso(gso(Segs))

=fs°(gs°S°gs) € fs o gs dir.
Boylece teorem 3.1.1 ile f; o g, U iizerinde EK-yar1 gruptur. Ustelik,
(fsegs)eSe(fsogs) = fso(gso(Sefs)ogs)

Cfio(gseSegs) S fsogsdir

Boylelikle f; o g, U lizerinde S’nin EK-bi-idealidir.
Onerme 3.3.1. (Sezer ve ark., 2015) f; ve fr U iizerinde sirasiyla S ve T’ nin EK-bi-

idealleri ise fs A fr de U tizerinde S X T’nin EK-bi-idealidir.

Onerme 3.3.2. (Sezer ve ark., 2015) fs ve fr U iizerinde sirasiyla S ve T’ nin EK-bi-

idealleri ise fg X fr de U x U iizerinde S X T’nin EK-bi-idealidir.

Onerme 3.3.3. (Sezer ve ark., 2015) f; ve h U iizerinde S’nin EK-bi-idealleri ise
fs N hg de U lizerinde S’nin EK-bi-idealidir.

Onerme 3.3.4. (Sezer ve ark., 2015) f; ve fr U iizerinde esnek kiimeler ve ¢ S’den
T’ye yar1 grup izomorfizmasi olsun. Eger, fs U tizerinde S’nin EK-bi-ideali ise ¢ (f;)
de U iizerinde T nin EK-bi-idealidir.

Onerme 3.3.5. (Sezer ve ark., 2015) fs ve fr U iizerinde esnek kiimeler ve ¢ S’den
T’ye yar1 grup homomorfizmasi olsun. Eger f;, U tizerinde T nin EK-bi-ideali ise
@~ 1(fr) de U lizerinde S nin EK-bi-idealidir.

18



3.4. Esnek Kesisimsel i¢ Idealler

Tamim 3.4.1. (Sezer ve ark., 2014) f;, U flzerinde bir EK-yar1 grup olsun. Her
x,y,a €S i¢in f;(xay) 2 f;(a) ise f;’ye S’nin esnek kesisimsel i¢ ideali denir.

Esnek kesisimsel i¢ idealler kisaca EK-i¢ ideal olarak yazilir.

Ornek 3.4.1. (Sezer ve ark., 2014) S ={a, b, c, d} yar1 grubu asagidaki tablodaki gibi

verilsin.

S| Q
Q
Q
Q
Q

alal|b|b
dlala|b|b

(9}

U=D; ={<x,y>:x3=y2=¢xy=yx?}={e x,x2%y,xy,yx?} kiimesi
izerinde f; esnek kiimesi agsagidaki gibi tanimlansin.

fs(@) ={e,x,y,yx}, fs(b) = {e}, fs(c) = {e,x}, fs(d) = {e}

Acikea f;’nin U lizerinde EK-i¢ ideal oldugu gosterilebilir.

Simdi U = S5 simetrik grubunu ele alalim. U {izerinde bir g, esnek kiimesi asagidaki

gibi tanimlansin.
gs(a) = {(1),(123) },  gs(b) = {(1),(2), (123)}
gs(c) ={(1),(12),(123) }, gs(d) = {(123)}

Acik¢a gs(dch) = gs(a) 2 gs(c) oldugundan g, , U iizerinde EK-i¢ ideal degildir.

Eger her x€ S i¢in f;(x) = U ise f; U tizerinde EK-i¢ idealdir. Bu sekildeki biitiin
EK-ig idealler S ile gosterilir. Agikca S = S, dir. Yani her xeS igin S(x)= U dur.

Teorem 3.4.1. (Sezer ve ark., 2014) f;, U iizerinde esnek kiime olsun. f; , U tizerinde
EK-i¢ idealdire So f, o S € f, dir.

Ispat: f;, U iizerinde EK-i¢ ideal olsun. a € S alalim.
Eger (Sof;oS)(a) =0 ise (Sef;°S)(a) S f;(a) dir. Béylece (So f;08) € f;
dir. Eger y,z,u,v €S olmak iizere X=yz ve y=uv ise f;, S’nin EK-ig-ideali

oldugundan
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fs(x) = fs(yz) = fs(uvz) 2 f;(v) dir. Ayrica,
(§c3ﬁ<>§)(x):: ((Sc{g)<>§)(x)
1 [CIAOLEO)

xX=yx

=kJ{QJ@mmﬁ@an@}

x=yz y=uv

= || Jwntwmovy

X=yz y=uv

i Jwnraanno

x=yz y=uv
= f;(x) elde edilir.

Buradan Sof; oS C f; dur.

Eger y # uvise (§ of;) =@ dur. Béylece (Sof;°S) =0 < f;(x) dir. Buradan
Sof,oSc f, dr.

N

Simdi (§ °f;0S) € fi(x) olsun. x,a,y € S alalim. Buradan,
fs(xay) 2 (Se f; o ) (xay)

- |J (Gr)» @y

xay=pq
2 ('S o fs)(xa) NnS(y)

= ('S ° fs)(xa) nU

| @ n sy

xa=mn
25 nfi(@)

= f;(a) elde edilir.

Buradan f;, U tizerinde EK-i¢ idealdir.

Teorem 3.4.2. (Sezer ve ark., 2014) X, S yar1 grubunun bostan farkli bir alt kiimesi

olsun. X, S’nin bir i¢ idealidir. & Sy, S’nin bir EK-i¢ idealidir.

Ispat: X, S’nin bir i¢ ideali olsun. Bu taktirde SXS € X yazabiliriz. Buradan,
So0Sy0S =S50Sy 0S5 = Ssys S Sy dir. Boylece Sy, U iizerinde bir EK-ig idealdir.
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Simdi x € SXS ve Sy, S’nin bir EK- i¢ ideali olsun. Boylece Teorem 3.4.1 ile
Sx(x) 2 (SoSx0S)(x) = (S50 Sx 0 S5)(x) = Sgxs(x) = U dur. Boylece x € X dir.
Buradan SXS € X ve X, S’nin bir i¢ idealidir.

Onerme 3.4.1. (Sezer ve ark., 2014) fs, U lizerinde esnek kiime olsun. f, U lizerinde
S’nin EK-ideali ise f;, U {izerinde S’nin EK-i¢ idealidir.

Ispat: f,,U iizerinde S’nin EK-ideali ve x,y €S olsun. Buradan f,(xyz) =
fs((xy)z) 2 fi(xy) 2 f;(y) dir. Agikga f; , U lizerinde S nin EK-i¢ idealidir.

Ornek 3.4.2. (Sezer ve ark., 2014) f, EK ic ideali Omek 3.4.1 deki gibi olsun.
fs(dc) = f;(b) 2 f;(c) oldugundan f;, S’nin EK-sol ideali degildir. Dolayisiyla, f;,
S’nin bir EK-ideali degildir.

Asagidaki teorem Onerme 3.4.1 in tersinin regiiler bir yar1 grup igin gegerli oldugunu

gostermektedir.

Teorem 3.4.3. (Sezer ve ark., 2014) f;, U lizerinde esnek kiime ve S regiiler yar1
grup olsun. Bu taktirde;

i) f;, U tizerinde S’nin EK-idealidir.

il) fs, U tizerinde S’nin EK-i¢ idealidir.

Ispat: Onerme 3.4.1 ile i) ifadesinden ii) ifadesi elde edilir. Simdi f;, U iizerinde
S’nin EK-i¢ ideali olsun. a, b € S alalim. S regiiler yar1 grup oldugundan a = axa ve
b =byb olacak sekilde x,yeS mevcuttur. f;, S’nin bir i¢ ideali oldugundan
fs(ab) = f; (axa)b) = f; ((ax)a(b)) 2 f; (a) ve

fi(ab) = f;(a(byb)) = f;((@)b(yb)) 2 f;(b) elde edilir. Buradan f;’nin S

tizerinde EK-ideal oldugu goriiliir. Yani ii) ifadesinden i) ifadesi elde edilir.

Onerme 3.4.2. (Sezer ve ark., 2014) S bir monoid ve f;, U iizerinde esnek kiime
olsun. f;, S’nin EK-idealidir & f;, S’nin EK-i¢ idealidir.

Ispat: f;, S’nin EK-ideali olsun. Teorem 3.4.3 ile f;, S’nin EK-i¢ idealidir. Simdi f;,
S’nin EK-i¢ ideali olsun. x,y € Sicin f;(xy) = fi(xye) 2 f;(y) ve fi(xy) =
fs(exy) 2 f;(x) dir. Buradan, f; S’nin EK-idealidir.

Onerme 3.4.3. (Sezer ve ark., 2014) f; ve fr sirastyla S ve T’nin U iizerinde EK-i¢
idealleri olsun. Bu takdirde f; A fr de U iizerinde S X T’nin EK-i¢ idealidir
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Ispat: (x1,v1), (x2,¥2), (x3,¥3) € S x T alalim. Buradan,
fSAT((xL)’1)(352’3’2)(953’3’3)) = foar (X1X2X3, Y1Y2Y3)
= fs(x1x2x3) N fr(¥1Y2Y3)
2 f(x2) N fr(y2)

= foar (X2, y2) elde edilir.
fs A fr, U lizerinde S X T’nin EK-ig idealidir.

Onerme 3.4.4. (Sezer ve ark., 2014) Eger f; Ve fr sirasiyla S ve T’nin EK-i¢ idelleri
ise fy X fr de UxU lizerinde S X T’nin EK-i¢ idealidir.

Ispat: f; ve f; sirasiyla S ve T’nin EK-i¢ idelleri olsun.
Her (x1,¥1), (%2, ¥2), (x3,¥3) € S X T igin
foT((xp3’1)(952»372)(953»3’3)) = foxr (X1X2X3, ¥1Y2Y3)
= fs(x1X2%3) X fr(¥1¥2¥3)
2 fs(x2) X fr(y2)

= foxr (X2, y,) elde edilir.
Buradan, f; X fr = fsxr U X U tizerinde S X T’nin EK-i¢ idealidir.

Onerme 3.4.5. (Sezer ve ark., 2014) f; ve hg, U iizerinde S nin EK-i¢ ideali ise f; N
h de U tizerinde S’ nin EK-i¢ idealidir.

ispat: x,y,z € S alalim.

(fs N hs)(x, y,2) = fs(xyz) N hs(xyz) 2 f(y) N hs(y) = (fs N hs)(y) elde edilir.
Buradan f; N hg U tizerinde S nin EK-i¢ idealidir.

Onerme 3.4.6. (Sezer ve ark., 2014) f; ve f; U iizerinde esnek kiimeler, 1, S’den
T’ye yar1 grup izomorfizmasi olsun. Eger f;, U iizerinde S nin EK-i¢ ideali ise ¥ (f;)

de U iizerinde T nin EK-ig idealidir.

ispat: tl' tz, t3 eT OISUn l/) orten Oldugundan 1/)(51) = tl’ l/}(SZ) = tz, l/)(S3) = t3
olacak sekilde sq, 55, S3 € S mevcuttur. Ayrica,

W (fs)) (t1tats)
= U{fs(s):s €S, P(s) = tityts}

- U{fs(s):s €S, s=9 T (tityt3)}
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- U{fs(s)ls €S, s = ¢_1(¢(515253)) = 515253}

= | JthGisesisi e st = i = 1.2,3)

2 (U{fi(s2): 52 € $,1(s2) = 1) = (¥(£)) () dir.
Buradan ¥ (f;), U tizerinde S’nin EK-ig idealidir.
Onerme 3.4.7. (Sezer ve ark., 2014) f, ve fr U iizerinde esnek kiimeler 1, S’den
T’ye bir yar1 grup homomorfizmasi olsun. Eger f7, U iizerinde T’ nin EK-i¢ ideali ise
Y~ 1(fr) de U iizerinde S’nin EK-ig idealidir.
Ispat: s, 5,,5; € S alalim. Agikca,
W™ (fr)) (515253)=fr (P (515253))
= fr(W(s)¥(s2)¥(s3))
2 fr(¥(s2))
= (¥~ (fp)(s2) dir.
Buradan ¥ ~1(f;) U iizerinde S’nin EK-i¢ idealidir.

3.5. Esnek Kesisimsel Yari Idealler

Tamm 3.5.1. (Sezer ve ark., 2014) f; U iizerinde bir esnek kiime olsun. Eger (fs o
S) n (Seofs) € f; oluyorsa f;’ye U iizerinde S’nin esnek kesisimsel yari ideali

denir. Esnek kesigsimsel yar1 idealler kisaca EK-yar1 ideal olarak yazilir.

Onerme 3.5.1. (Sezer ve ark., 2014) S’nin her EK-yar1 ideali S’nin EK-yar

grubudur.

Ispat: f;, S’nin EK-yar1 ideali olsun. f; €S oldugundan fsofs S Sofs ve
fsofs € fsoS dir. Buradan f;, S’nin EK-yar1 ideali oldugu igin fso fs € (S o
f)N(fs0S) C fsdir. Agikea fs, U iizerinde EK-yar1 gruptur.

Onerme 3.5.2. (Sezer ve ark., 2014) S’nin her tek yonlii EK-idealleri S’nin EK-yar1

idealleridir.

Ispat: f;, S’nin EK-sol ideali olsun. (S of5) € f; oldugundan (S o f5) N(fs o
S) <(S o f;) S f, dir. Buradan f;, S’nin EK-yar1 idealidir.

Onerme 3.5.2’nin tersinin her zaman saglamadigini asagidaki 6rnekle gosterelim.
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Ornek 3.5.1. (Sezer ve ark., 2014) $={0,a,b,c} yar1 grubu asagidaki tablodaki

islem ile verilsin.

Olal|b|c
00|00} O0
a|0|a|b|O0
b 0j0]0]O
c|0|lc|O0]O

U=D;={< x,y >: x3 = y? = e,xy = yx?} = {e, x, x%, y, yx, yx*} kiimesi

izerinde f; esnek kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

f0)={exyyx} fi(@={exyyx} fe(B)={yx} fs(c)={yx}

Acgikga buradan f;, S’nin EK-yar1 idealidir. Fakat, f;(ca)=f;(c) 2 fs(a)
oldugundan f;, S’nin EK-sol ideal degildir. Boylece, f; S’nin EK ideali degildir.
Onerme 3.5.3. (Sezer ve ark., 2014) S’nin her EK-yar1 ideali $’nin EK-bi-idealidir.

Ispat: f;, S’nin EK-yar1 ideali olsun. Buradan,

fi0Sof,€S0Sof,cSof. Ve fioSof,S fioSoSCf oS dir. Boylece f; o
Sofic(Sofi)n(f;°S) C f; elde edilir.

Acikca f;, S’nin EK-yar1 ideali oldugundan f; o So f; € £, dir. Buradan f;, S’nin
EK-bi-idealidir.

Onerme 3.5.3’{in tersi genellikle saglanmaz. Bunu asagidaki drnekle gsterelim.

Ornek 3.5.2. (Sezer ve ark., 2014) §={0,1,2,3} yar1 grubu asagida tablodaki islem ile

verilsin.

w| N | O

o| O] ol o o
o O O O]
| O O O N
N| k| O O W

U = §; evrensel kiimesi iizerinde f; esnek kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

f:(0={(1), (12), (123), (132)}
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f()={(1), (132)}

f:(2)={(1), (123), (132)}
£3)={D)}

fs, S’nin EK-bi-idealidir. A¢ikga,

(fs » f(0) = {(1), (12), (123), (132)}

(fs ° f) (1) ={(1)}

(fs ° £)(2) ={(1)}

(fs ° fs)(3) =@ boylece, f; o f; € f; dir.
Ustelik,

(fs © S £:)(0)={(1),(12),(123),(132)}

(fs oS e £)(1)=0

(fs 0 S0 f)(2)=0

(fs ©So £)(3)=0 veboylece f;oSof, C £ dir.

Fakat f;, S’nin EK-yar1 ideali degildir. Agikca,

(s o S)(D)={ (1), (123), (132)} ve (So £;)(1)={ (1), (123), (132)} dir. Buradan,
(fioS) n S fM)={ (1), (123), (132)} ¢ (L) (D={(1),(132)} dir. Boylece f,
S’nin EK-yar1 ideali degildir.

Teorem 3.5.1. (Sezer ve ark., 2014) S bir regiiler yart grup olmak tiizere f;,U
tizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.

1) f, U izerinde S nin EK-yar1 idealidir.

i) f;, U tizerinde S nin EK-bi-idealidir.

Teorem 3.5.2. (Sezer ve ark., 2014) S bir yarigrup ve @ # X € S olsun. X, S’nin
yar1 idealidir & Sy, S’nin EK-yar1 idealidir.

Ispat: X, S nin yar1 ideali yani XS N SX € X olsun. Buradan,

(Sx © ) N (S0 Sx)= (Sx © Ss)N(Ss © Sx)= Sxs N Sxs =Sxsnxs € Sy dir. Yani Sy,

S’nin yar1 grubudur.

Simdi Sy, S’nin EK-yar1 ideali olsun. x € XS N XS alalim. Buradan,
Sx() 2 ((Sx°S)n (SoS)))

=((Sx © Ss) N (Ss ° Sx))(x)

=(Sxs N Ssx)(x)
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= SXSﬂXS:U dur.

Boylece xeX dir. Buradan XS N XS € X dir ve X, S’nin yar1 idealidir.

Teorem 3.5.3. (Sezer ve ark., 2014) S bir regiler yar1 grup, f; ve gsS’nin U
tizerindeki EK-yar1 idealleri olsun. Bu durumda f; o gg, S’nin U iizerinde bir EK-yar1
idealidir.

ispat: f;, S’nin EK-yar1 ideali olsun. Buradan f; cSo f, S SoSof, S Sofive f, o
SofiSf,eSeSc f,08 dir. Ustelik i0Sof, € (Sof;)N(f0S) € £, dir. f;
S’nin EK-yar1 ideali oldugu i¢in f; o S o f, S f; dir. Ayrica,

(fsogs)e (fs295)=(fs°gs°fs) o gs € (oS f) e gs S fs o gs Ve
(fiegs)eSo(fsogs)=(fio(gse S)ofi)ogs € (fso(SeS)ofy) ogs S(fse
Sof,) °ogs C f; o g, dir.

Boylece f; o gs U lizerinde S nin EK-bi-idealidir. Teorem 3.5.1 ile f; o g U lizerinde
S’nin EK-yar1 idealisir.

Onerme 3.5.4. (Sezer ve ark., 2014) f; ve g, S’nin EK-yar1 idealleri ise f; N g, de
S’nin EK-yar1 idealidir.

Ispat: f, ve g; S’nin EK-yar idealleri olsun. Buradan,

(5N gs)eSN(Seo(fsngs)) S (fs°S)N(Sef) & fve

((fs N g5) e SIN(S o (fs N g5)) € (gs ° S) N(S o g5) < gs dir.

Boylece, (f; N gs) e S)N(So (f; N gs) € f; N g, elde edilir. Yani f; N g S’nin EK-

yar1 idealidir.
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4. SONUC VE ONERILER

Yar1 gruplar matematigin bir¢ok alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Uygulamali
matematikte, yar1 gruplar zamanla degismeyen dogrusal sistemler igin temel
modellerdir. Kismi diferansiyel denklemlerde, bir yar1 grup zamandan bagimsiz
herhangi bir denklemle iliskilidir. Sonlu yar1 gruplar arasindaki dogal baglanti
nedeniyle 1950'lerden beri sonlu yar1 gruplar teorisi teorik bilgisayar bilimlerinde
0zel bir dneme sahip olmustur. Olasilik teorisinde, yar1 gruplar Markov siiregleri ile
iligkilidir.

Bu tez caligmasinda, Sezer ve ark. (2014, 2015) tarafindan incelenmis olan esnek
kesigimsel yar1 grup, esnek kesisimsel ideal, esnek kesisimsel bi-ideal, esnek
kesigimsel i¢ ideal ve esnek kesisimsel yari ideal kavramlarini, bu kavramlara ait
temel ozellikleri ve elde edilen sonuclar1 derledik.

Bu sonuglara dayanarak, matematikte genis bir uygulama alanina sahip olan yari
gruplarin karakterize edilmesinde de faydali olabilecek diger esnek kesisimsel ideal

yapilarinin 6zellikleri iizerine de bazi ¢aligmalar yapilabilir.
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