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OZET

YAYGIN OLARAK KULLANILAN__BUYI':IME MODELLERiNiN
GENELLESTIRILMESI UZERINE BiR CALISMA

Elif OZKURT BASUSTAOGLU
Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dal1

Yiksek Lisans Tezi, 60 s.

Tez Danigsmani: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet KORKMAZ

Bu tezde yaygmm olarak kullanilan biiyiime modellerinin genellestirilmesi
sunulmugtur. f'(t) =r, f (t) hiz-durum adi diferansiyel denkleminin daha genel bir

¢6zUmi olarak Koya-Goshu biyolojik biiyiime modeli tanitilmaktadir. Koya-Goshu
modeli, biri biiyiime durumunu ve digeri asimptotik davraniglar1 etkileyen iki
parametreden olusur. Burada, Koya-Goshu modeli ile Brody, Von Bertalanffy,
Richards, Weibull, Monomolekuler, Mitscherlich, Gompertz, Klasik Lojistik,
Genellestirilmis Lojistik ve Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu
gibi yaygin olarak kullanilan biiyiime modellerinin arasindaki matematiksel iliskiler
ayrintili olarak incelenerek, bir akis semasinda gosterilmistir. Bu biyime modeli
Oyle esnektir ki, simdiye kadar hi¢ kullanilmamis yeni yararli modeller Gretme
kapasitesine de sahiptir. Bunun yaninda yukarida adi gegen blylme modelleri ele
alinarak her birinin biyolojik biiylimeleri tanimlayan hiz-durum diferansiyel
denkleminin bir ¢éziimiiniin oldugu acikga belirtilmektedir. Hiz-durum denkleminin
cozlmleri olarak nispi blyume oran fonksiyonlart ve biiyiimeleri incelenmistir.
Yukarida belirtilen fonksiyonlar igin nispi bilytime fonksiyonu r,, Integral Sabiti

logC ve B parametresi olusturuldu. Modellerin tiirevleri, bu tiirevlerin literatiirde
bulunamamas1 ve biyoloji bilimleri alanlarinda ¢alisan matematik dis1 calismacilar da
diistintilerek ayrintili olarak sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Buyume modelleri, Koya—Goshu fonksiyonu, Hiz-durum adi
diferansiyel denklemi



ABSTRACT

A STUDY ON THE GENERALIZATION OF THE COMMONLY USED
GROWTH MODELS

Elif OZKURT BASUSTAOGLU
Ordu University Institute of Natural and Applied Sciences
Mathematics

Msc. Thesis, 60 p.
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet KORKMAZ

In this thesis, generalization of widely used growth models is presented. The Koya-
Goshu biological growth models is introduced as a more general solution of the

speed-state ordinary differential equation f'(t)=r.f(t). The Koya-Goshu model

consists of two parameters, one affecting the growth state and the other asymptotic
behavior. Here, the mathematical relationships between the Koya-Goshu model and
the widely used growth models such as Brody, Von Bertalanffy, Richards, Weibull,
Monomolecular, Mitscherlich, Gompertz, Classical Logistic, Generalized Logistic
Function and the special situation of the Logistic Function are examined in detail and
shown in a flowchart. This growth model is so flexible that it has the capacity to
produce new useful models that have never been used. In addition, the mentioned
growth models above are considered and it is clearly stated that each one has a
solution of the speed-state differential equation describing the biological growth.
Relative growth rate functions and their growth are examined as solutions of the
velocity-state equation. The relative growth function r,, the Integral Constant logC

and the parameter B were created for the functions described above. Derivatives of
the models are presented in detail considering non-mathematics researchers working
in the fields of biology and unavailability of these derivatives in literature.

Anahtar Kelimeler: Growth models, Koya—Goshu function, Speed-state ordinary
differential equation
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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

A: !im f(t)="f,, A () 'nin ist asimtotudur.

A f (t) 'nin alt asimtotu

A, = f(u) Biiyime hizi parametresi

[T Zaman kaymasi, sabit
o0 Zaman 0Olgegi, sabit
v,m: Biiyiime fonksiyonunun sekil parametreleri m = 0,v = 0




1.GIRIS

Biyolojik buyumenin olculmesi birgok alanda dnemlidir. Birgok arastirmaci, ilgili
modellerin gelistirilmesine katkida bulunmustur: Brody fonksiyonu igin Brody
(1945); Von Bertalanffy fonksiyonu icin Von Bertalanffy (1957); Richards
fonksiyonu icin Richards (1959), France ve Thornley (1984); Gompertz fonksiyonu
icin Winsor (1932); Lojistik fonksiyonu icin Nelder (1961), Brown ve ark. (1976),
Robertson (1906); Genellestirilmis Lojistik fonksiyonu icin Eberhardt ve Breiwick
(2012), Fekedulegn ve ark. (1999), Ayala ve ark. (1973) ve Nelder (1961); Weibull
fonksiyonu icin Rawlings ve Cure (1985), Rawlings ve ark. (1998); Monomolekiiler
fonksiyonu igin Spillman ve Lang (1924) ve Brody (1945). Nisbi biylmenin
matematiksel gosterimi adi diferansiyel denklem (ODE) veya hiz-durum denklemi,
df (t)

T f(t) (1.1

ile agiklanmaktadir. Burada f(t) blyume fonksiyonunu, ri, t zamanindaki nispi

oran fonksiyonunu temsil ediyor. Bu adi diferansiyel denklem bu calisma da
incelenen birgok ¢ozume sahiptir. Biiyime modelleri, asagidakileri de iceren bir¢ok
biyolojik biiyiime probleminde yaygin sekilde kullanilmaktadir: hayvan bilimlerinde
(Brody, 1945; France ve ark., 1996; Brown ve ark., 1976; Robertson, 1906; Winsor,
1932; Ersoy ve ark., 2007) ve ormancilikta (Lie ve Zhang, 2004; Zeide, 1993).
Goshu (2008) tarafindan yapilan benzetim c¢alismalari, boyle blyume
fonksiyonlarmin verilen veri kiimesine yanlislikla uyabilecek kadar esnek oldugunu
ve model segilirken daha fazla dikkat edilmesi gerektigini gosterir. Blyume
modellerini genellestirmek i¢in bir dizi denemeler yapilmistir. Ornegin, Lei ve Zhang

(2004), asagidaki gibi bir y parametresi ekleyerek ODE (1.1)’i ODE (1.2) olarak

degistirdi.
14
d(d>; ) k(e -y") (1.2)



Baz1 biiylime modelleri denklem (1.2)’den elde edilir. Dahasi, y >1 oldugu zaman
modelin st limiti oldugunu ancak doniim noktasina sahip olmadigini, ancak y <1

i¢cin hem {ist sinir hem de donlim noktasinin oldugunu gosteriyor.

Zeide (1993),

y = K yRt® + K, y%2t% 4+ K y™t% 13)
seklinde 9 parametreli modeli tanimlamustir. ilk iki terim, Weibull hari¢ yaygin
olarak bilinen biiyiime fonksiyonlarini igerir ve bunu hesaba katmak icin Gg¢incl
terim ilave edilir. Genellestirilmis lojistik fonksiyon bazi arastirmacilar tarafindan
incelenmistir (Nelder, 1961; Eberhardt ve Breiwick, 2012; Fekedulegn ve ark., 1999;
Ayala ve ark., 1973). Bu modelleri, Eberhardt ve Breiwick (2012), kus ve memeli
popiilasyonlarinin ~ biiylimesine yonelik modellere uygulamiglardir. Mevcut
calismada, sekiz parametreli ODE (1.1)’in ¢oziimii olarak yeni bir genellestirilmis
blylime modeli verilmistir. Ayn1 zamanda model se¢imi i¢in de kullanilabilir. Bu
calismada modeller arasindaki matematiksel iliskiler incelenmis ve modellerin
doniim noktalar1 arastirilmistir. Bu calismanin amaci, yaygin olarak kullanilan
blyuime modellerinin, f (t)ve ri’yi olusturarak hiz-durum denkleminin ¢ozimleri
oldugunu agik¢a gostermektir. Bu calismada, f(t)ve r; min ayrintili tiirevleri,
biyoloji bilimleri alanlarinda ¢alisan matematik dis1 galismacilar1 ve bu tiirevlerin
literatiirde bulunmamasini goéz Oniine alarak sunulmaktadir. Burada ele alinan tiim
biiylime fonksiyonlari, ilgili nispi blyiime oranit fonksiyonlari, B parametresi,
integral sabiti ve doniim noktast ile birlikte Cizelge 3.1'de gosterilecekdir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Biiyiime Fonksiyonlarimin Genellestirilmesi Olarak Koya-Goshu Buylime
Fonksiyonu

Bu bolimde, Koya-Goshu biiyiime fonksiyonu olarak adlandirilan yeni
genellestirilmis biiylime fonksiyonunu tanitiyoruz ve yaygin olarak bilinen Lojistik,
Genellestirilmis Lojistik, Gompertz, Brody, Monomolekiiler, Mitscherlich, Von
Bertalanffy, Richards, Genellestirilmis Weibull ve Weibull blylime modellerini nasil

barmdirdigini gosteriyoruz.

Yeni genellestirilmis biiyiime fonksiyonu olarak Koya-Goshu Blylime Modeli,

asagidaki gibi tanimlanmistir (Koya ve Goshu, 2013a).

(1) = A +(A-A)[1-Be (1 ] @.1)
Burada parametreler:

B :1{%]% . (A/A_A,,m)den taretilir. (2.2)
A: !LFQ f(t)="f,, A ) nin Ust asimtotudur.

A : f (t) 'nin alt asimtotu

A, = f(u) Biiyiime hizi parametresi

M Zaman kaymasi, sabit
o0 Zaman 0Olgegi, sabit
v,m: Biiytime fonksiyonunun sekil parametreleri m = 0,v = 0

2.1.1 Koya-Goshu Buyime Modelinin Tanim
Koya-Goshu buyime modeli 8-parametreli bir fonksiyondur (Koya ve Goshu,

2013a).

(A1A|_|Aﬂ,k,ﬂ,5,v,m)



Model, ODE (1.1)'in daha genel bir ¢ozimudr.
A, = A, ve u=0 dr.

Parametre B ile ilgili olarak,

m — coiken B — 0*

m—0"iken B > 1"

m— 0 iken B —» -

oldugunu soyleyebiliriz.

Parametre B, Richards Fonksiyonu igin ag¢ik aralik (-c0,1)'de ve hem Von Bertalanffy
Fonksiyonu hem de Brody Fonksiyonu i¢in (0,1) degerinde herhangi bir deger

alabilir.

Hem Lojistik Fonksiyonu hem de Gompertz Fonksiyonu igin, B pozitif herhangi bir
reel say1 degeri alabilir. Weibull B = 1 iken Genellestirilmis Weibull durumunda,
0<B<1dir.

Koya-Goshu Fonksiyonu, t>0zamaninda biiylimelerin modellenmesi icin iyi

tanimlanmaistir.

Fonksiyon, m<0 igin ve v pozitif herhangi bir tek say1 oldugundan sigmoidal egriyi
gosterir. Ancak, eger m> 0 veya (m<0 ve v, pozitif tek tamsayidan farkli herhangi bir

reel say1) ise fonksiyon, t 21 i¢in iyi tanimlanmis biiylime modelidir.

Burada,

1

t, = /,z+5(%log(B))V 'dir.

Bu, bazi durumlarda fonksiyonun alt asimptotunu yok saydigina isaret eder.

Asimptotun hesaba katilmasi igin, oo <t <t_i¢in f(t)= A 'yi alarak modifikasyon

yapilabilir veya su sekilde yazilabilir:

,k@v
) = AL+(A—AL)[1—Be 3 w >t

A t<t



Boylece, (2.1) 'deki Koya-Goshu fonksiyonu genel olarak su sekilde ifade edilebilir:

(=Y "
f(t)=AL+U(ttL)*(AAL){lBe ( 4]]

Ayrica burada,
0, t<t
Ut-t)= -
1 tx>t

bir birim basamak fonksiyonudur ki burada eger m<0 ve v tek pozitif tamsayi ise t,

zaman icin bir alt sinir1 gostermek iizere t, =—oco dur veya

1

m>0 veya (m<0 ve v pozitif olmayan tek say1 ) ise t, = u+ 5(% Iog(B)jV dir.

Burada f(—owo)ile AL nin t— —o iken, f(t)'nin limiti ile tanimlandig

unutulmamalidir.

Bu, f(t)'nin bir alt asimptotu olarak tanimlanir.

Koya-Goshu fonksiyonunun mv-diizlemindeki tim noktalarda (m,v) ile tanimlandigi

unutulmamalidir.

Bilinen tiim biiyiime egrileri, yalnizca v=1 veya m=1 dogrusu boyunca uzanir.

Bu fonksiyon, bu noktalardan diizlemdeki diger noktalar1 da kapsar.

Bunun anlami sudur ki, fonksiyon o kadar esnektir ki, yaygin olarak kullanilanlardan

farkli egriler se¢ilebilir (Koya ve Goshu, 2013a).

Koya-Goshu modeli yaygin sekilde bilinen blytime fonksiyonlarini igerir. Bu
calismada, biliyime modelleri ve bunlarin birbirleriyle nasil iligkili olduklar

hakkinda ayrintili analizler yapild.

Richards Fonksiyonu Brody, Von Bertalanffy, Klasik Lojistik ve Gompertz'in genel
bir formudur. Brody, Monomolekuler ve Mitscherlich fonksiyonlarina benzerdir.

Brody, Weibull fonksiyonunun 6zel bir halidir.

Tim iliskiler Sekil 2.1'deki akis ¢izelgesi ile gosterilmektedir.



Hiz Durum Denklemi

df(r)
T-ﬁf(")

Koya-Goshu Fonksiyonu

s  gremesy m=14 =0
f(t)=4,+(4-4, ){1 - B }
v=1d=1
m<( ;
Vi v=l§=1 \/
Genellegtcilmis Lojistik §=04, =0 Genellegtirilmis Weibull

f(t)=A,+(4-A)[1-Be T £(1)=4 {1 ’ Be—kt[n—uwr}

-1,61
mk+a=0,4,=0 S )
' u=0

:‘ o A=1B=1Lk=1

- v . & 4
| Genellegtirilmis Lojistigin Ozel Duumu § Richards Weibull

f(O)=d0-8"T f(0)=4[1-8*T £(f)=1-¢ 1

"= -0 m=-1 A==l ’
=1 n=3,
G o Brody '
ompertz Klasik Lojistik Monomolekiler Von Bertalanffy
: Mitscherlich

f(f)=Ae'”=~v[-i'l f(") A

e £(0)=A[1-e]
1~Be” £(1)=A(1-8¢")

Sekil 2.1 Genellestirilmis ve Ozellestirilmis Bilyiime Fonksiyonlar1 Arasindaki Iliskileri
Gosteren Akis Semasi (Koya ve Goshu, 2013a)



2.1.2 Koya-Goshu Fonksiyonunun Ozellikleri
Fonksiyon, hem artan hem de azalan blytmeleri gosterir
(bakimiz Sekiller 2.2, 2.3, 2.4).

v> 0 igin artmakta ve v<O0 i¢in azalmaktadir.

Bu, biiylimenin artmasi veya azalmasi, m'nin degerlerinden bagimsiz olarak, v'nin

isaretinden (pozitif veya negatif) etkilenir anlamina gelir.
Fonksiyon, Ust asimptot ile artan biyimeleri gosterir, ancak alt asimtotu yoktur.

1) m ve vnin her ikisinde tim pozitif kombinasyon degerleri igin
(bakiniz Sekil 2.2 (a))

2) mnin tim kiicik negatif degerleri ve V'nin biiyiikk pozitif degerleri igin
(bakimiz Sekil 2.3 (a))

Fonksiyon, hem Ust hem de alt asimptotlarla artan buyumeleri gosterir.

1) m'nin tiim negatif degerleri ve V'nin pozitif herhangi bir degeri (kuglk veya buyik)
icin (bakinmiz Sekil 2.4 (a))
2) m'min tim kiiglik negatif degerleri ve v'nin kii¢iik pozitif degerlerinin timii igin

(bakiniz Sekil 2.3 (a))

Ya alt ve st asimptotlarin veya sadece iist asimptotlarinin ortaya ¢ikisi, yalnizca

m'den etkilenip v'den etkilenmez.

Genellikle, m parametresi, fonksiyonun asimptotik davramigini etkilerken, Vv

parametresi biiyiime davranisini etkiler ( Koya ve Goshu, 2013a).
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Sekil 22 m=2, v ¢ {-2,1,2} ile (a) Blyume Fonksiyonlar1 ve (b) Oran
Fonksiyonlarinin Grafigi (Koya ve Goshu, 2013a)
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Sekil 2.3 m=-1, v € {-2,1,2} ile (a) Blylme Fonksiyonlart ve (b) (c¢) Oran
Fonksiyonlarinin Grafigi (Koya ve Goshu 2013a)
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Sekil 2.4 m=-2, v € {-2,1,2} ile (a) (c) Buyume Fonksiyonlari ve (b) (d) Oran
Fonksiyonlarinin Grafigi (Koya ve Goshu, 2013a)

2.1.3 Koya-Goshu Fonksiyonunun Déniim Noktasi
Bu calismada biiyiime fonksiyonlarinin doniim noktalarini bulmak i¢in bir yontem

sunulacaktir. f(t) fonksiyonunun, a noktas: i¢eren agik bir aralik iizerinde strekli
oldugunu varsayalim. a'nmin bir tarafinda f"(t)<Ove diger tarafinda f "(t) >0
oldugunda, a noktasina f (t) 'nin doniim noktasi denir. a donlim noktasinda f "(t) =0
dir veya f"(t)yoktur (Edwards ve Penney, 1994).
ey [ Mkv 1 L A
to=( " 10~ AT A AT [T~ AT |4

5 5 2.3)

f"(t)=(%)(t_?ﬂj_ (m—l){%}m—m .{k(t%‘j}@_a f() (24)

Burada, f"(t) =0 oldugu zaman,



A-A ) t-p) 1) _
kt_J) o Y

1-Be ( ° (2.5)

Acik¢asi, doniim noktasinda f"(t)=0 ve ayrica o noktanin artan ve azalan
tarafinda f "(t) <Ove f"(t) >0oldugundan dolayi, (2.5) denkleminin sagladigi

durumda Koya-Goshu Fonksiyonunun doniim noktasi vardir.
Burada Koya-Goshu fonksiyonunun doniim noktalarinin, sirasiyla,

1) v=1, 6 = 1 ve 2) m = 1 parametreleri ile sabitlendiginde Genellestirilmis Lojistik
fonksiyonu ve Genellestirilmis Weibull modelinin doniim noktalar1 ile mikemmel

sekilde eslestigi gozlemlenebilir.

Diger durumlarda, m=#1, v#1 oldugunda, Koya-Goshu fonksiyonunun doénim

noktasi yaklasik degerlerle elde edilebilir.

Ornegin, birinci dereceden terime kadar Taylor serisi genislemesi kullanilarak,

donlim zamani su sekilde hesaplanir:

te g+ 5{%? {(1— mB)i\/(mB ~1)°~4B(m 1)(1%)}% (2.6)

2.2 Biyolojik Biiyiime Modelleri ve Parametrik iliskiler
Bu boliimde, bu ¢alismada ele alinan tiim biyolojik biiylime modelleri, Koya-Goshu

.....

durumu, Richards, Von Bertalanffy, Brody, Lojistik, Gompertz, Genellestirilmis
Weibull, Weibull, Monomolekiiler ve Mitscherlich fonksiyonlarinin arasindaki

parametrik iligkiler incelenmistir (Koya ve Goshu, 2013a).

Tanimlanan iliskiler Sekil 2.1 deki akis ¢izelgesi araciligiyla sunulmustur.
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2.2.1 Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu
Genellestirilmis Lojistik Fonksiyon
K-A

Yt)=A+ -
[1+Qe s o

olarak orijinal notasyonlariyla ifade edilmistir (Anonim, 2012), simdi bu ¢alismada,

1

Yt)=1f(t), A=A K=AB=k, M= _ 1 (-Q)=1- A A
=f(t), A=A ,K=AB=Kk, =p, 0= Ve = AR

notasyonlari ile yer degistirerek, bu Genellestirilmis Lojistik Fonksiyon,

f(t)=A +(A-A)[1-Be* T 2

seklinde yazilmistir.

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu (2.7), Koya-Goshu Fonksiyonunun v =1, 6= 1

ve m<0 oldugundaki 6zel bir durumudur.

B parametresi, (B=-Q oldugundan)

big¢imini alir ki bu Gglinct bollimde ayrintili gosterilecektir.

Nispi blylme oran fonksiyonu,

1
S
f0-A 10
olarak hesaplanabilir ki bu tGglinct bolimde ayrintili verilecektir.

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu, nispi oran fonksiyonu r; ile ODE (1.1) 'den

elde edilebilir.

Benzer sekilde, f'(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,

-1

) =mk[f()-A ] {[A—AL];—[f(t)—AL];}

11



ve

n(t) — LAV A-A
f*(t) = mk [1 mj{f(t)_Aj 14 (t)

verilir.

Tek doniim noktasi, organizma,

A A
A-A

1
t; :y+%log m 1—[ ]m meR-[0,1)

zamaninda,

F(t) = AL+(A—AL)[1—%T

bliylimesine eristiginde gerceklesir.
0<m <1 icin, doniim noktas1 mevcut degildir.

2.2.2 Genellesirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu
Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu,

K
|:1+ Qe—av(t—to) :Ij;

Y(t) =

olarak tanimlanir (Anonim, 2012). Simdi bu ¢alismada kullanilan ayn1

1 A \m
Yt)=f(t), K=Ak=av,ty=u, 0= — Ve -Q :1—(7“J notasyonlari ile yer

degistirerek, Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu,
f(t)= A[1-Be ] (2.8)

seklinde yazilmistir ki burada B parametresi, B=-Q oldugundan

1
A \m
A

12



dir ki bu tgtincii bolim de ayrintili gosterilecektir.

(2.8) denklemi, A =0, mk+a=0 ile (2.7)nin 6zel bir durumu oldugu

gorilmektedir.

Nispi blyume oran fonksiyonu r,,

1
r, = mk AP g TO-A
f(t) f(t)
olarak hesaplanabilir ki bu tG¢linct bélimde ayrintili verilecektir.

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu, nispi oran fonksiyonu r ile
ODE (1.1) 'den elde edilebilir.

Benzer sekilde, f'(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,

fﬂ)=nmf{K0{A;—fi%0}

ve

nt) VA L
f"(t) =mk (1 m]{f(t)} 14 f'(t)
verilir.

Tek donlim noktasi, organizma,

t +1Iog m|l A meR-[0,1)
= J— - —= ) I= — ,

i = H K A

zamaninda,

HQZAP—ET
m

biiylimesine eristiginde gergeklesir.

0<m <1 icin, doniim noktas1 mevcut degildir.

13



2.2.3 Richards Fonsiyonu
Richards fonksiyonu,

f(H)=A(1-Be™) (2.9)

seklinde tanimlanir (Richards, 1959).

Buradaki, B parametresi

-+ (3]

dir ki bu Gglincu bolimde ayrintili gosterilecektir.

Nispi blytme oran fonksiyonu .,

i
(0

olarak hesaplanabilir ki bu tGglinct bolimde ayrintili verilecektir.

Richards fonksiyonu, nispi oran fonksiyonu r ile ODE (1.1) 'den elde edilebilir.

Richards fonksiyonu, v=106 =1 u=0,A =0esitlikleri ile Koya-Goshu Buyume

Modeli'nin 6zel durumu haline gelir.
Burada m parametresi sifir olmayan herhangi bir ger¢ek say1 olarak diistiniilebilir.

f(t)ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,
1 1 1
f'(t)y=mkf m ('[)[Am —fm (t)}

ve

1

fr)=kf'@)f m (t){(m—l) A% —mf ;‘(t)}
verilir.

Tek dontim noktast, nispi biiylimenin (—j 've ulastig1 zaman meydana gelir.
m

14



Yani tek doniim noktasi,

ti:[ljlog m 1—(i]m , m=1
k A

zamaninda,

f(t) =(mT‘1jm A

olur.

2.2.4 Von Bertalanffy Fonksiyonu
VVon Bertalanffy,

f(t)= A(L-Be™) (2.10)
olarak adlandirilmistir (Bertalanffy, 1957).

Bu fonksiyon, m=3 ile Richards fonksiyonunun (2.9) ve

v=106=1 u=0, A =0,m=3

esitlikleri ile Koya-Goshu Biyime Modeli'nin 6zel bir durumudur.

Burada,

-+ ()

dir ki bu Gglincu bolimde ayrintili gosterilecektir.

Nispi blyume oran fonksiyonu r,,

7
£

olarak hesaplanabilir ki bu Ug¢unci bolimde ayrintili verilecektir.

Von Bertalanffy fonksiyonu, nispi blyime oran fonksiyonu r; ile ODE (1.1) 'den

elde edilebilir.

15



Von Bertalanffy fonksiyonu igin f'(t) ve f (t) ifadeleri sirastyla,
2 1 1
f'(t) = 3kf 3(t){A3 —f 3(t)}

ve

1

f1(t) :3k2f;(t)[A3 - f;(t)}{ZA; —Sf;(t)}

verilir.
Burada tek doniim noktasi, nispi biiyiimenin 8/27’ye ulastiginda ortaya ¢ikar.

Yani tek doniim noktasi,

(i3]

zamaninda,

ft)=(%7)A

elde edilir.

2.2.5 Brody Fonksiyonu
Brody Fonksiyonu,

f(t)=A(1-Be ™) (2.11)

seklinde tanimlanmistir (Brody, 1945).

Burada, m=1 i¢in Richards fonksiyonunun (2.9) ve

v=16=1 u=0,A =0,m=1B :1—% ile Koya-Goshu biyime modelinin 6zel

bir durumudur.

Ayn1 zamanda, nispi biiyiime oran fonksiyonu,

i

16



olarak hesaplanabilir ki bu tGglinct bolimde ayrintili verilecektir.

Brody Fonksiyonu, nispi buyime oran fonksiyonu r; ile ODE (1.1) 'den elde

edilebilir.

Burada, f'(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,
f(t)=k[A-f(t)]
ve
frt)y=k*[A-f ()]
ile verilir.

Brody blylme fonksiyonu, t’nin herhangi bir degeri igin

saglanamadigindan, bir doniim noktasina sahip degildir.

2.2.6 Lojistik Fonksiyonu
Klasik Lojistik fonksiyonu su sekilde tanimlanir (Nelder, 1961):

A

flt)=—2
® 1-Be™

Burada,

ok

dir ki bu Gglinct bolimde ayrintili gosterilecektir.
Lojistik Fonksiyonun 6zel durumlar:

1) m=-1ile Richards Fonksiyonu (2.9)

f (t) =0

(2.12)

2) 1 =0,m=—1ile Genellestirilmis Lojistik fonksiyonunun 6zel durumu (2.8)

3) u=0,A =0,m=-1a=Kkile Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu (2.7)

4) v=106=1u=0,A =0m=-1ile Koya-Goshu Fonksiyonu (2.1)

Nispi blytme oran fonksiyonu .,

17



rt:k(A—f(t)j
A

olarak hesaplanabilir ki bu Ug¢uncii bolimde ayrintili verilecektir.
Lojistik fonksiyonu, nispi oran fonksiyonu r ile ODE (1.1)’den elde edilebilir.

Burada, f'(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,

f'(t) = kf (t)[ _ﬂ}

A
ve
nty = kf 'ty 1 27 ®
f"(t) =kf (t){ A }
verilir.

Tek doniim noktasti,

t = (lj log (A —1]
k A
zamaninda, son bliylime yariya ulastiginda, yani
A
ft)=—
(t;) 5

oldugunda elde edilir.

2.2.7 Gompertz Fonksiyonu
Gompertz fonksiyonu,

_ —Bexp(-kt)
f(t)=Ae™" (2.13)

seklinde tanimlanmistir (Winsor, 1932). Burada,
= A

B =log ( AO)

dir ki bu Gglincu bolimde ayrintili gosterilecektir.

Gompertz Fonksiyonunun 6zel durumlari,

1) m — oo iken Richards Fonksiyonu (2.9)
18



2) m — —oo Ve 4 = 0 ile Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonun Ozel Bir Durumu (2.8)
3) u=0,A =0, m—> —0, a = o ile Genellestirilmis Lojistik fonksiyonu (2.7)
4)v=1656=1 u=0, A =0, m— o ile Koya-Goshu fonksiyonu (2.1)

Nispi blytme oran fonksiyonu .,

dir ki bu tG¢lnci bolimde ayrintili verilecektir.

Gompertz fonksiyonu, nispi oran fonksiyonu r, ile ODE (1.1)’den tiretilebilir.

Burada, f(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,

£ (t) = kf (t) log [%j

ve

() = ki '(t)[log (%J—l} dir.

Tek doniim noktasi, nispi blyumesinin % 'ye ulastiginda ortaya ¢ikar.

Yani, tek dontiim noktas1

et

zamaninda,

f(ti):(%)A

dir.
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2.2.8 Genellestirilmis Weibull Fonksiyonu
Genellestirilmis Weibull fonksiyonu,

f(t)= A[l— Be*k(%ﬂ) }

seklinde dir.

(2.14)

Burada, B parametresi,
_ Aﬂ
B=1-2

dir ki G¢tncl bélimde ayrintili gosterilecektir

Genellestirilmis Weibull, m = 1, A; =0 ile Koya-Goshu buyime fonksiyonu (2.1)’in

Ozel bir durumudur.

Nispi blyume oran fonksiyonu r,,

-1
()2 T
o)L o f(t)
ki bu Gglinct bolimde ayrintili verilecektir.

Genellestirilmis Weibull fonksiyonu, nispi oran fonksiyonur, ile ODE (1.1)’den elde
edilebilir.

Genellestirilmis Weibull igin, f '(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,

F1(t) = kgj[A— f (t)](t‘T”jv

() = &](t%‘]l {(v “1)- k\,( t—Tu ” £1(t)
verilir.

Tek doniim noktasi, organizma

20



1

v-1}\v
t=u+s| —
s

zamaninda
,(l,é)
f(t)=A/1-Be" "’

bliylimesine ulastiginda gerceklesir.

2.2.9 Weibull Fonksiyonu
Weibull buyime fonksiyonu,

t-u

f(t)=1- e_[TJ (2.15)
olarak verilmistir (Rawlings ve ark., 1998).

Nispi blytme oran fonksiyonu .,

-1
I e
o)\ o f(t)
ki Gglinci bolimde ayrintili verilecektir

Weibull fonksiyonu, nispi buytime oran fonksiyonu r, ile ODE (1.1)’den elde
edilebilir.

Weibull Fonksiyonu, m=1, A =0, A=1 B=1 k=1 ile Koya-Goshu biyime
fonksiyonu (2.1)’in ve A=1, B=1, k=1 ile Genellestirilmis Weibull Fonksiyonu

(2.14)’Un 6zel bir durumudur.

Weibull igin f'(t) ve f "(t) ifadeleri sirasiyla,

F(t) = %} -t (t)](t_T“jv

ve

o) forard( o

21



verilir.

Weibull igin, tek doniim noktasi, organizma,
1
v—1)v
t=u+0 (—j
Vv
Zamaninda,

wfoee

biliylimesine ulagtiginda gergeklesir.

Bu gercek, Genellestirilmis Weibull da, A=1 B=1 k=1 yerine yazilarak

g6zlemlenebilir.

2.2.10 Monomolekdler ve Mitscherlich Fonksiyonlari
Burada, Brody, Monomolekiiler ve Mitscherlich biiylime fonksiyonlarinin ayni

oldugu, ancak kullanilan isimler ve gosterimlerinin farkli oldugu bilinmelidir.

Dolayistyla, bu ii¢ fonksiyonun tiimii ayn1 6zellikleri ve davranislari sergilemekte ve

ayni bliylime modellerini temsil etmektedir.

Monomolekdiler biyiime fonksiyonu orijinal gosterimlerinde,

Wi

olarak tanimlanir, ki burada w(t), t zamanindaki biiylime fonksiyonudur, w, son

(olgun) degerdir, t= 0 aninda w=w; baslangi¢ degeridir ve A biiyiime hiz1 olarak

tanimlanmistir (France ve ark., 1996) .

Bu fonksiyonda, w=f(t), w, =A w,=A, B =1—%, A=K esitlikleri yerine
yazilarak, Brody fonksiyonu (2.11)

f(t)=A(l-Be™)

elde edilir.

Monomolekdiler biyiime fonksiyonu,
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nispi blyiime oran fonksiyonu ile ODE (1.1) ‘den elde edilebilir.

Boylece, Brody bilyime fonksiyonu ile aymi olan Monomolekiler biylime
fonksiyonu, t’nin herhangi bir degeri i¢in f "(t) =0 elde edilemediginden dolay1 bir

doniim noktasina sahip degildir.

Mitscherlich buyume fonksiyonu orijinal gosterimi,
y= a[l—efﬂ(”")]

olarak tanimlanmistir ki,

y, t zamanindaki biiyiime fonksiyonu,

a, nihai (olgun) biiyiime,

o, sabit,

S, biiylime orani, dir (Mombiela ve Nelson, 1981).

Mitscherlich fonksiyonu,

y=f(t),a=A B=k,B=e"notasyonlar ile (2.11) de verilen Brody fonksiyonu
f(t)=A(l-Be™)

olarak ifade edilir.

Bu fonksiyon, nispi biiylime oran fonksiyonu,
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ile ODE (1.1)'den elde edilebilir.

Boylece, Brody biiyiime fonksiyonu ile ayn1 olan Mitscherlich biyume fonksiyonu,
t’nin herhangi bir degeri igin f"(t) =0 elde edilemediginden dolay1, bir donim

noktasina sahip degildir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

{3.1 Incelenen Biiyiime Fonksiyonlarimin Nispi Biiyiime Oran Fonksiyonlari,
Integral Sabitleri ve B Parametrelerinin Elde Edilisi

Bu béliimde, kullanilan biiyiime fonksiyonlar incelenerek, onlarin r; nispi biytime
oran fonksiyonlari, logC integral sabitleri ve B parametrelerinin elde edilisi
gosterilmektedir (Koya ve Goshu, 2013b).

3.1.1 Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu
Onceki bolim (2.2.1)’de Genellestirilmis Lojistik Fonksiyon (2.7)’de asagidaki gibi

verilmistir.
f(t)=A +(A-A)[L-Be T

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu, Koya-Goshu fonksiyonunda v=1,6 =1,m<0
oldugundaki 6zel bir durumudur (bakiniz Sekil 2.1).

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu igin B parametresinin bulunusu, ry nispi

biylme oran fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.
t=picin, f(u)=A, dir.
Buradan, B parametresi asagidaki gibi bulunur.

A=A +(A-A)L-B]
A, —A =(A-A)L-BI"

B :1—(MT (3.1)
A=A

dir.

f(t)=A +(A-A)[L-Be "

denklemi duzenlenirse,

( fO-A J 1 gen
A=A

veya
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1_( f (t)—/x] Bk
A=A

olarak yeniden yazilabilir.

Ayrica f (t) 'nin tiirevi alinirsa,

f'(t) = m(A- A)[1-Be 1" (-Be ) (k)

w0 2T

ok
fO-A

ok
fO-A

f'{t)=mk(f(t)-A)

£'(t) = mk

f()-A
( (@ jf(t)

elde edilir.

Bu fr(t)ile f'(t) =r f(t) karsilastirildiginda,

k [ A-A jm—l
ft)-A

elde edilir.

rt_

f()-A
( f(t) J ¢2

Buda Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonu i¢in nispi biiyliime oran fonksiyonudur.

k [ A-A T—l
ft)—A

[[_

( f(t)- ALJ yi f'(t) =r f(t) "de yerine koyalim.

f (t)

Sonra,

£1) = mk [i) 4 [Ho_aj f0)
f(t)-A f(t)
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' _ A_AL :1_ _
£'(t) = mk (f(t)_AL] 1/(ft)-A)

F/(t)=mk| (A= A)™ ~(f ()~ AL)”‘}(f H-A) "

(—;j(f -A)"
df (1) =kt

= 1

(A-A)"~(fO-A)"
= log((A~ A )" ~(f ()~ A)") =kt +10g(C)
= (A-A)" (T -A)" =Ce™
= (f()-A)" = (A-A)" ~Ce™

= (F()-A)" =(A-A)"| 1-——
(A-A)"
= (1()-A)=(A-A)|1-—=—
(A-A)"

esitligi elde edilir.

Buldugumuz bu esitlikte f (t) 'nin degeri yerine yazilirsa,

(AL+(A_A|_)[1_ Beik(tiﬂ)]m_AL)z(A_AL) 1_ Ce_ -
(A=A)"
Be"““/‘)zce—%1
(A=A)"

1

= C=(A-A)"Be"
elde edilir.
Boylece, Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun integral sabiti,
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logC = log((A- A )" Be*) (3.3)
dir.

3.1.2 Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu

Onceki bolim (2.2.2)’de Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu
(2.8)’de asagidaki gibi verilmistir.

f(t) = A[l—Be *t=]"

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu, Genellestirilmis Lojistik

fonksiyonunda mk +a =0, A, =0 oldugundaki 6zel bir halidir (bakimz Sekil 2.1).

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu igin B parametresinin
bulunusu, r; nispi buylime oran fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi

asagida verilmektedir.
t= g icin f(u)= A, dir.

Buradan, B parametresi asagidaki gibi bulunur.

A, =All-B]"

AT
B= 1—£7j (3.4)
dir.

f (t) = AlL—Be *“]" fonksiyonu diizenlenirse,
Um
TO) __gextnw
A
veya esdeger

1/m
1_( f (t)j — Be—k(t—y)
A

seklinde yeniden yazilabilir.

Ayrica, f(t) 'nin tiirevi alinirsa,
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f'(t) = mA[L— Be " (=Be K ))(—K)

o (2
A A
il [ A )
fm_mk[(fmj 1]”0

elde edilir.

f'(t)=rf(t)ilebu f'(t) karsilastirmasinda,

A Ve
qzmk{(mj —1] (3.5)

olarak alinir.

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumunun nispi biyiime oran

fonksiyonudur.

1
r. =mk [(i))m —1} yi £'(t) =r, f(t)'de yerine koyalim.

() = A
f(t)—mk[(f(t)J 1]f(t)

f'(t) = mk {(A)m —(f (t))m} HOM

(—1j<f o
m

1 1

(A" = (f )"

- df (f) =—kdt

= Iog((A)% —(f (t))%) =—kt +1og(C)
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= (A)% —(f (t))% —Ce™

= (f(t)" =(A)"-Ce™
esitligi elde edilir.
Buldugumuz bu esitlikte f (t) ‘nin degeri yerine yazilirsa,

Ce—kt

AE
1

— C = A"Be"

Be k(- _

elde edilir.

Boylece, Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumunun integral Sabiti;
Iog(A%Bek") (3.6)
dir.

3.1.3 Richards Fonksiyonu
Onceki bolim (2.2.3)’te Richard Foksiyonu (2.9)’da asagidaki gibi verilmistir.

f(t)= Al—Be™)"

Genellestirilmis Lojistik fonksiyonu, Koya-Goshu fonksiyonunda

v=16=1 m<0, £=0, A =0 oldugundaki 6zel bir halidir (bakiniz sekil 2.1).

Richards fonksiyonu icin B parametresinin bulunusu, r; nispi blylme oran

fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.
t=0ic¢in, A, 'n baslangi¢ degeri olan f(0) = A, dr.

Bundan sonra B parametresini bulabiliriz.

A = A[L-B]"
B :1_[%)“ (3.7)
dir.
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f(t)= A(L—Be™)"

dizenlenirse,

(mJﬂm =1-Be™
A

veya

1_(mjﬂm _ Be_kt
A

seklinde yeniden yazabiliriz.

Ayrica, f (t)'nin tiirevi alinirsa,

£'(t) = MA[L— Be ™™} (—Be ¥ )(—k)
f'(t)= mkABe “[1-Be “]™*

f'(t)=mkABe

f'(t)=mkBe™ f(t)f
1-B

elde edilir.

f'(t) =1 (t) oldugundan,

—kt —kt
r= —TB;Z‘“ =mk (—Be ) =mk

Hzmk{Aﬂm_(sz)lmJ
(f®)

elde edilir.

I, Richards modelinin nispi blytme oran fonksiyonudur.
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1

= mk[(%}m 1} yi f'(t) =r.f(t)" de yerine yazalim.

Buradan,

oA
f(t)_mk[(f(t)J 1]f(t)

f(t)=mk| A" —(f (t))”‘}(f ) "

(—1 (Fayn”

m
1 1

An —(f ()"

- df () =—kdt

- Iog(A% —(f (t))%) — —kt +log(C)
A —(f (t))% —Ce™

1 1

— (F ()" = (A)" —Ce™
L (Ft) = AT [1 Ce;kt }
AH

—kt
= f(t)= A[l Ce J
AM

elde edilir.

f (t) 'nin degeri yerine yazilirsa,

—kt
All—Be " = A[l— Ce. }
AH
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seklinde alabiliriz.

Boylece Richards Fonksiyonunun Integral Sabiti,

1

log(A™B) (3.9)
dir.

3.1.4 Von Bertalanffy Fonksiyonu
Onceki boliim (2.2.4)'te Von Bertalanffy Foksiyonu (2.10)’da asagidaki gibi

verilmigtir.
f(t)= All-Be™)?

Von Bertalanffy fonksiyonu, Richards fonksiyonununda m = 3 oldugundaki 6zel bir
halidir (bakiniz Sekil 2.1).

Von Bertalanffy Fonksiyonu igin B parametresinin bulunusu, r nispi biyime oran

fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.
t=0icin, A, 'nin baslangi¢ degeri olan f(0) = A, dur.

Bundan sonra B parametresini bulabiliriz:

A, = Al1-BT
8 :1_[%j3 (3.10)
dir.

f (t) = A(1l— Be™*)*fonksiyonu diizenlenirse,
1/3
( f (t)j =1_ Be—kt
A

ve

1_(&]1/3 g
A

olarak yeniden yazilabilir.

Ayrica, f(t)'nin tiirevi alinirsa,
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f'(t) =3A[1-Be ] (-Be ™) (k)
f'(t) =3kABe [1-Be ]’
w[1-Be T

f'(t) =3kABe 5o
w f@
f'(t) =3kBe™
®) 1-Be™
dir.

f'(t) = r. f (t) oldugundan,

1-Be™

a[wttnr”
(f®)

=3k [iT—l
f(t)

elde edilir.

' 1-Be™

—kt —kt A
. _ 3Bke :Sk[ Be j=3k ( A

ri, Von Bertalanffy Modelinin nispi blyume oran fonksiyonudur.

r, =3k (%T -1 'yi f'(t)=rf(t)"de yerine yazarsak,
=3kl [AT -
f'(t) =3k (f(t)j 1]f(t)

£(t) =3k {AS (1 (t))?} (1)
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(—éj ()™

1 1

A —(f(1))?

- df (t) =—kdt

- Iog(A% —(f (t))%) = —kt +log(C)

= A —(f (t))% =Ce™

= (1) = (7 -Ce™

L (F()} = AS {1 Ce;kt J

A3

3
—kt
= ft)=A|1-Z8
A3

olur.

f (t) 'nin degeri yerine yazilirsa,

3
. Ce™
Al1l-Be ™ = A[l . J

AS

1
= C=AB
seklinde elde edilir.

VVon Bertalanffy buyime modelinin integral sabiti :

1

log(A®B) (3.12)
dir.

3.1.5 Brody Fonsiyonu
Onceki bélim (2.2.5)te Brody Fonksiyonu Foksiyonu (2.11)’de asagidaki gibi

verilmistir.
f(t)=A(l-Be™)
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Brody fonksiyonu, Richards fonksiyonununda m=-1 oldugunda ki ¢zel bir halidir
(bakiniz Sekil 2.1).

Brody Fonksiyonu icin B parametresinin bulunusu, r; nispi biyime oran fonksiyonu

ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.
t=0icin, A, 'in baglangi¢ degeri f (0) = A dr.

Bundan sonra B parametresini bulabiliriz.

A = Al1-B]
B =1—(%j (3.13)
dir.

f (t) = A(Ll- Be™) diizenlenirse,

(wj =1-Be™
A

veya
1—(%} =Be™ olarak yeniden yazilabilir.

Ayrica, f (t) 'nin tiirevi alinirsa,

£'(t) = A(~Be™)(=k)

ey _f®
f(t)_Ak( —Aj
o [ A=)
f(t)_Ak( X J

f/(t) =k (A-f (1))

iy k| A
f(t)_k(f(t) 1jf(t)

elde edilir. f'(t)=rf(t) oldugundan,
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A

dir.
ri, Brody modelinin nispi buytime oran fonksiyonudur.

I, = k([%}—l} yi f'(t) =r. f (t) "de yerine koyarsak,

o=kl A
f(t)_k[(f(t)J 1Jf(t)

f/(t) =k[A—f (t)]

:{ -1 }df(t) = —kdt
A—f(t)

= log(A- f (t)) = -kt +1og(C)
= A-f(t)=Ce™
= f(t)=A-Ce™

f (t) 'nin degeri yerine yazilirsa,
Al-Be™)=A-Ce™
A(l-Be™) = A(l—ge““j

A
c

A
=C=AB

B=

elde edilir.

Brody Bilyiime Fonksiyonu'nun Integral Sabiti:

logAB (3.15)
dir.

3.1.6 Lojistik Fonksiyonu
Onceki bolim (2.2.6)’da Klasik Lojistik Fonksiyonu (2.12)’de asagidaki gibi

verilmistir.
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A

flt)=—2
® 1-Be™

Klasik Lojistik fonksiyonu,

Richards fonksiyonunda m=-1 oldugunda ve

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumundaki modelde p= 0, m =-1

oldugunda ki 6zel bir halidir (bakiniz Sekil 2.1’de verilmistir).

Lojistik Fonksiyonu igin B parametresinin bulunusu, r; nispi buyime oran

fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.

t=0igin, A 'in baslangi¢ degeri f(0)=A, dir.

Bundan dolay1 B parametresini bulabiliriz.

dir.

A
f (t) =——— dlzenlenirse,
® 1-Be™

(ij =1-Be™
f(t)

veya

1-_ 2 _pen

f()
olarak yeniden yazilabilir.

Ayrica, f (t) nin tiirevi alinirsa,
f'(t) =-Al-Be™)?(kBe™)

elde edilir.
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f'(t) = r. f (t) oldugundan

A
— -1
—~ABke™ (1-Be™) —Be ™ (f(t))
rt = _ —kty2 = k . _kt = k
(1-Be™) A 1-Be

)
A A
g

A

dir.

Bu r¢, Klasik Lojistik Fonksiyonunun nispi biilylime oran fonksiyonudur.

I ORI

ifadesinde yerine yazalim.

f'(t) = k(l—%j f(t)

f'(t) =k [A‘Tf(t)j f(t)

Kismi integrasyon kullanilirsa,

= _‘—A} df (t) =—kdt
(AT () F (1)

-1 1
AT f)

= log {A%ft)(t)} =—kt +log(C)

L ATO) oo
f(t)

= f(t)=

—

} df (f) =—kdt

_A
Ce™+1

ifadesi elde edilir.
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f(t) degeri yerine yazilirsa,

A 3
1Bt = Co 11 oldugundan,

C=-B elde edilir.

Boylece, Klasik Lojistik Fonksiyonun Integral Sabiti:

log(-B) (3.18)
dir.

3.1.7 Gompertz Fonksiyonu
Onceki bolim (2.2.7)’de Gompertz fonksiyonu (2.13)’te asagidaki gibi verilmistir.

f(t)=Ae®"

Gompertz Modeli, Richards fonksiyonunun m — o« oldugundaki ve Genellestirilmis
Lojistik Fonksiyonun Ozel Durumunun z =0, m — —oo oldugundaki 6zel bir halidir

(bakiniz Sekil 2.1).

Gompertz Fonksiyonu icin B parametresinin bulunusu, ry nispi blylme oran

fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.
t=0 oldugunda, Ao 'in baglangi¢ degeri f(0)= A, dir.

Bundan dolay1 B parametresini bulabiliriz.

A, = Ae®
B =log [QJ (3.19)
dir.

f (t) = Ae ™ " diizenlenirse,
log A—log f (t) = Be™

yada
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Iog( f()j Be™

seklinde yeniden yazilabilir.

Ayrica, f (t) 'nin tiirevi alinirsa,

f '(t) = ABk exp(—kt)e BV
ifadesi elde edilir.

f'(t) =r, f (t) oldugundan,

[Bk exp(—kt)e P 0] = [re (]

= 1, =[Bk exp(—kt)] = [k (B exp(-kt))] =[k log [%)]

Boylece,
A
r.=klo 3.20
g( f(t)] (520
elde edilir.

Bu r,, Gompertz Fonksiyonunun nispi biylime oran fonksiyonudur.

r=k Iog( J 'yi T'(t) =r, f(t)ifadesinde yerine yazalim.

F(

O zaman,

f'(t) =kl f(t
(t)= og[ ()j (t)

= |- ! df (t) = —kdt

A
' '°g( i) J
(f (1))
£(t) f(t)

=

df (t) = —kdt
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= log (Iog (%D =—kt+logC

= log (%} =Ce™

elde edilir.

Eger f(t)'nin degeri yerine yazilirsa,

A et
=C=8B

elde edilir.

Boylece, Gompertz Fonksiyonunun Integral sabiti:
logB (3.21)
olur.

3.1.8 Genellestirilmis Weibull Fonksiyonu
Onceki bolim (2.2.8)’de Genellestirilmis Weibull Fonksiyonu (2.14)’te asagidaki

gibi verilmistir.
_k[t;ﬂjv
f(t)=A|1-Be ‘°

Genellestirilmis Weibull Fonksiyonu, Koya-Goshu fonksiyonunun m=1, A =0
oldugundaki 6zel bir halidir (bakiniz Sekil 2.1).

Genellestirilmis Weibull Fonksiyonu i¢in B parametresinin bulunusu, r¢ nispi

biylme oran fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.
t=p icin f(u)= A, dir.

Buradan, B parametresi asagidaki gibi bulunur.

A(l-B)=A,
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A
B=1-— (3.22)

dir.

t-u

K )
f(t)= A[l— Be ( g ) } fonksiyonu diizenlenirse,

1O _ g7

seklinde yeniden yazilabilir.

Ayrica, f(t) 'nin tirevi alinirsa,
fem) o\t
f0)-—Al e 17 —kv(—t ”j (lj
) )

ro- (%)) (-4
o o A

oy (RO (t=s) (LA
f(t)‘(éj( S j [f(t) 1jf(t)

elde edilir.

)=t

oldugundan,
kv(t-u )" A

q:(—j(—“j AN | (3.23)
o o f(t)

dir.

I, , Genellestirilmis Weibull Fonksiyonunun nispi blytime oran fonksiyonudur.

v-1
L= (%) ('[—T,uj (%—1} ifadesini f'(t) =r, f (t) esitliginde yerine yazalim,

df () _(kv)(t=p )" (Al
T_(aj( 5 j (A-FO)
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:{ - }df ®) :(_—kvj(t_—ﬂj”dt
A— () s s
= log(A- f (1)) = - (Tﬂj +logC

LAt _
C

olur.
f (t) yerine yazilirsa,
_k(t;ujv
A-Al1-Be ‘°
k

- o]
C

= C=AB

elde edilir.

Genellestirilmis Weibull Fonksiyonunun integral Sabiti,

logAB (3.24)
olur.

3.1.9 Weibull Fonksiyonu
Onceki bolim (2.2.9)’da Weibull fonksiyonu (2.15)’te asagidaki gibi verilmistir.

t—u
ft)=1- e( ]
Weibull Fonksiyonu, Genellestirilmis Weibull Fonksiyonunda A=1, B=1, k=1

oldugundaki 6zel bir durumudur (bakiniz Sekil 2.1).

Weibull Fonksiyonu igin B parametresinin bulunusu, r; nispi biyime oran

fonksiyonu ve logC integral sabitinin elde edilisi asagida verilmektedir.

Weibull Fonksiyonu, Genellestirilmis Weibull Fonksiyonunda A=1, B=1, k=1

oldugundaki 6zel bir durumu oldugundan,

B=1 (3.25)
dir.
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{7
f(t)y=1-e ' °/ duzenlenirse,

[L-f()]= Lem ]

olarak yeniden yazilabilir.

Ayrica, f (t)'nin tlirevi alinirsa,

£/(t) =1, f (1) oldugundan,

ool Y

f'(t) = [(%J (t_TﬂjH e }

F(t) = {%(“T“JH - f (t)]}

oS
elde edilir.

rt:(lj(t‘”j“[ L —1J (3.26)
s\ s £

dir.

Bu r,, Weibull Fonksiyonu igin nispi bliyime oran fonksiyonudur.

v-1
= (%j(t ;ﬂj ( f](-t) —1} ifadesini f'(t) =r, f (t) esitliginde yerine koyarsak,

i) (v)(t-p)[1- ()
dt ‘(5)( 5 ) { f() }(f(t))

ya da
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:m:{x
1-f(t) 5

= log[1- f(t)] = —(t%‘}v

RS

=1-f(t)= e_(%]

v

t-p

= f(t) =1—e7( )
Bu Weibull Fonksiyonu elde edilir. Bu durumda, Integral Sabiti 0 almir.

Yukarida incelenen biiyiime fonksiyonlari, ilgili nispi bilyiime oran fonksiyonlari, B

parametreleri, integral sabitleri ve doniim noktalar1 ile birlikte Cizelge 3.1°de

gosterilmistir.
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Cizelge 3.1 Biiyiime Fonksiyonlarinm Nispi Biiyiime Oran Fonksiyonlar1, B Parametreleri, Integral Sabitleri ve Doniim Noktalarinin Gésterildigi Liste

Model Adi Buylme Fonksiyonu f (t) Nispi Buylme Oran Fonksiyonu (r;) |B Parametresi Integral Sabiti (logC) | Doniim Noktas (t;)
v-1 — 1 %
o | kv (top A-A " gl A _A Y 1 1-B|' : 1
Koya-Goshu AL+(A—AL)[1—Be‘k““”]’5’} 5 ( 5ﬂ) (f(t)—/\] ' [1 f(t)} 1—[—/2_ /:L] |og[(A_AL)m B} ~u+5{2(m_1)8k} {(PmB)iJ(mB-l) -4B(m-1)[1-vﬂ
Genellestirilmis —K(t-g) " A -A %_ f)-A A, - % 1 1 _ A -A %
oo | A+ (- A1 AT el {8 TG 1‘[ A—:LL] I0g((A~ A )" Be*) ﬂ*k'og{m (A
Genellestirilmis . et FO)- A A \n . 1 A
'''' — Be Kt k|| —=| 1| —F+ o =1 1-| =
L N A ) B R L L
. K \m A Y Ab % 1 A, %
Richards A(l— Be™ ) mk (mj -1 1_(71 log| AmB (—jlog m 1_[7)
von A(1-Be ™) [ AV A log| A’ =lio 31—i%
Bertalanffy ( —be ) f(t) 1‘(?) g g A
_Be X A A
Brody A(1-Be™) k{[m)] 1} -2 log (AB)
L A A—f(b) A 1 A
Lojistik T Be™ k[ A ] (1—Ej log(-B) (FJIOQ(EA]
—Bexp(—kt A 1 A
Gompertz AgBew) klog(mj log (%) log B (I)Iog{log(—]}
v 1
Genellestirilmis *"(t%j K\(t—pu A A v—1\
B I 5 S I i T e L b
. (=Y kKYt—u T V— %
wetull |y 1) (55 o] ' | urs( 45




3.2 Diger lliskiler
Bu bdlimde, Bolim 3.1’de belirtilen modeller arasindaki iliskilerin disinda, bazi

modeller arasindaki daha fazla iliski gosterilir.

3.2.1 Richards ve Lojistik Biiyiime Fonksiyonlar1 Arasindaki iliski

Simdi, Richards ve Lojistik Biiylime Fonksiyonlariin nasil bir iliski i¢inde oldugunu
gosterelim. Richards Biyume fonksiyonunu (2.9) kullanarak, Lojistik Blylme
fonksiyonunu (2.12) asagidaki gibi tiiretebiliriz (Koya ve Goshu, 2013a):

[Richards f (t)] = [A(l— Be™ )m} , B =1—(%jm ve m=-1 olmak {izere,
_A 1(%]”‘}“ (3.27)
(1_ Jekt]

=A

%)
Ffa)]

= A[1-Be™]"

B A
1-Be™

ki burada B :1—A dir.
Ay

1—
1-

Bu nedenle, Richards blyime fonksiyonunda m=-1 ile Lojistik Fonksiyonu elde
edilir.

3.2.2 Richards ve Gompertz Bilyiime Fonksiyonlar1 Arasindaki iliski

Simdi, Gompertz Biiyiime Fonksiyonu’nun Richards Biiyiime Fonksiyonu ile nasil
iligkili oldugunu gosterelim. Diger bir deyisle, m — oo iken Richards Buyume
Fonksiyonu’nun nispi biyime oran fonksiyonu, Gompertz Blylme Fonksiyonunun

nispi buyume oran fonksiyonuna goéturir (Koya ve Goshu, 2013a).
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Gompertz ve Richards'in Biliylime Fonksiyonlarinin nispi biiyiime oran fonksiyonu

sirastyla,

ve

ile verilir.

Richards Fonsiyonunun nispi biylme oran fonksiyonu ri’de, m —ooiken limit

uygulayarak, sunlar elde edilir.

lim [Richardsr, |

m—oo

— lim { mk [ijm—1 (3.29)
™ T

1 A
exp[log ftj_l
— lim{k m
m-—oo i
=)

Burada son ifade, basit bir cebirsel diizenleme ile elde edilir.

Bu ifadede, limitin degerlendirilmesi (%) ‘a yol acar ve bunun 6niine gecmek icin

L-Hospital kurali uygulayarak,
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lim [Richardsr, |

1
exp(log]( 2) —
— limk m __fH)\ m

()

(1A A
=limk|exp| —log—— |log—— 3.30
o | o ou i o f(t)} (330
_klog( J
f(t)
=[Gompertzr, |
seklinde elde edilir.

Boylece, m — woiken Richards nispi bliylime oran fonksiyonunun limit degeri,
Gompertz nispi bliyiime oran fonksiyonuna indirgenir ve dolayisiyla bu iki fonksiyon
iliskilidir.

3.2.3 Gompertz ve Genellestirilmis Lojistik Biiyiime Fonksiyonunun Ozel
Durumu Arasindaki iliski

Simdi, Gompertz'in Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu ile nasil
iliskili oldugunu, yani Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu’nun
nispi biiylime oran fonksiyonunun, yukarida gosterildigi gibi Gompertz’in nispi

blylme oran fonksiyonuna yol agtigin1 gésterelim (Koya ve Goshu, 2013a).

Gompertz ve Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumunun nispi

biiyiime oran fonksiyonlar1 sirasiyla,

ol

ve

ile verilir. Burada m<0’dir.

Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun 6zel durumunun nispi biiyiime oran

fonksiyonu r zerinde m — —oo iken limit uygulayarak agagidakiler elde edilir:
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lim [ Gen Log Ozel Durumur, |

m——oo

= lim {mk ( A jm
e | LR

1 A
exp(logf(t)j -1
—lim K m

Il ®

Burada son ifade, ters fonksiyonlar yani Logaritmik ve Ustel fonksiyonlar

(3.31)

kullanildiktan sonra basit cebirsel diizenlemeler ile elde edilir. Bu ifadede, limitin

degerlendirilmesi (%j ‘a yol acar ve bunun 6niine gecmek i¢in L-Hospital kurali

uygulayarak,

lim [ Gen Log Ozel Durumurr, |

_exp{llog fA }( 12jlogfA
~ lim k m ®)

m——owo 1
m

= lim k| exp —Iogi i
Moo | m f(t) f(t)

‘k'°g(f<>j

=[Gompertzr, ] (332)

elde edilir.

Boylece, m — —oo iken Genellestirilmis Lojistik Fonksiyonunun Ozel Durumu’nun
nispi blylme oran fonksiyonu, Gompertz Fonksiyonu’nun nispi biylime oran

fonksiyonuna indirgenir ve dolayisiyla bu iki fonksiyon birbiriyle iliskilidir.

3.2.4 Brody ve Gompertz Fonksiyonlar1 Arasindaki Iliski
Akis semasinda parametreleri uygun bir sekilde ayarlayarak biiyiime fonksiyonlari

arasindaki iligkileri gosterdik.
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Ancak, Gompertz ve Brody fonksiyonlari, zaman koordinatinin bir doéniisiimii ile

iliskilendirilebilir ve bu asagidaki gibi gergeklesir (Koya ve Goshu, 2013a).

Brody Buyume Fonksiyonu ve Gompertz Blylime Fonksiyonu’nun zaman

degiskenlerini sirasiyla t ve 7 ile gosterelim.

Brody Fonksiyonu,

f(t)=A[1-Be™]= A{l—(l—%jek‘} (3.33)

Gompertz fonksiyonu,

f () = Aexp[-Bexp(—kr)]
f(r) = Aexp {- log ( %bjexp(—kr)}
f(r)= Aexp{log (%j exp(—kr)} (3.34)

f(r)= A(%) exp[exp(—kz)]
f () = Ay exp[exp(—k7)]
seklinde elde edilir.

Simdi (3.33) ve (3.34)'ten f(t)ve f(7)’yu esitleyerek,

A{l—(l—%} e“} = A exp[exp(-kr)] (3.35)

elde edilir.

Buradan, Brody ve Gompertz fonksiyonlarinin zaman degiskenleri arasindaki

koordinat doniistim denklemi olan t,

(10 A-A
t_(kjl g{A—AO[exp(exp(—kr))}} (3.36)

olarak ifade edilir.
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3.3 Nispi Buyume Oran Fonksiyonunun Nasil Davranacagini Gosteren Richards
Ornegi

Nispi buyume oran fonksiyonu r¢, modelin erken evrelerinde 6nemli 6l¢iide farklidir

ve geg evrelerde sifira yakinsar.
Ancak, Nispi biiyiime orani I, t zamani ile azalirken, m'nin artan bir fonksiyonudur.

Ancak, ry, m parametresinin dnemli bir rol oynamasina izin veren erken evrelerde, m

ile birlikte buydr.
Daha sonra, ri, m'den bagimsiz olarak daha ge¢ evrelerde 0lUr.

Bunu gostermek i¢in Richards Fonksiyonunun bir 6rnegini diisiinelim (Koya ve

Goshu, 2013a).

Richards Fonksiyonunun nispi blytme oran fonksiyonu ry (3.8):

t zaman1 gostermek {lizere, m parametreli bir fonksiyondur ve limit asagidakileri

Verir:

1 1
limr = mktim| | -2 | 1 [=mk|[ 2 |" -1 (3.37)
t—0 t—0 f(t) A\)

esitlik (3.37)’de erken evrelerde r, m ile artar.

Ayrica, (3.8)'deki r¢’nin limitini t — oo iken almamiz halinde, tim m degerleri i¢in

biiyiime olgunlastig1 zaman, r’nin sifira gittigini gosterir. Yani,

. . A"
fimr, =mklim [m} ~11=0

elde edilir.

53



3.4 Kiraz Agaclarin Ortalama Boy Biiyiime Verileri icin Biiyiime
Modellerinin Uyumu

Mahanta ve Borah (2014)’in ¢alismalarinda yararlandiklar1 kiraz agaglarinin
ortalama boy biiylime verileri, bu tezde iizerinde c¢alisilan Lojistik, Bertalanfty,
Gompertz, Richards ve Koya-Goshu modellerinin tahmini degerleri, parametre
tahminleri, integral sabitleri, doniim noktasi zamani, doniim noktasi zamanindaki
bliylime miktar1 ve nispi biiylime oran degerlerini hesaplamada kullanilmis ve
Cizelge 3.2 de verilmistir. BOylece Koya-Goshu modeliyle diger modellerin veri

uydurma ve tahmin etmede bir kiyaslamasi sunulmustur.

Genel olarak fazla parametre iceren modellerin R*leri biiyiikk ¢ikmaktadir. Bu
nedenle genellikle bu modeler verilere daha iyi uymaktadir. Ayrica Koya-Goshu
modelindeki bazi degerlerin kompleks bulunmasinin sebebi B’nin 1’den buyik
¢ikmasidir. Ayrica t — oo iken Koya-Goshu modelinin A degeri gergek degere en
yakindir. R®leri ayni olan birden fazla model oldugunda A degeri uygun model
belirlemede etkili olabilir. Koya-Goshu modelinde ilk iki degerinin ¢itkmamasinin
sebebi veri setinden kaynaklanabilir. Ancak bu durum ayrintili olarak incelenebilir.

Modellere ait R*ler birbirine yakin ¢ikmistir. Ozellikle Koya-Goshu ve Richards

modellerinin R*leri ayni ¢ikmistir. R’lerin esit ¢ikmasi veri sayisinin azligindan

kaynaklanabilir.
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Cizelge 3.2 Kiraz Agaglarinin Ortalama Boy Biiyiime Verileri I¢in Biiyiime Modellerinin Uyumu

Yil | Boy Lojistik Bertalanffy Gompertz Richards Koya Goshu
1 6,0 6,48 6,03 6,14 5,94 -
2 9,5 9,39 9,65 9,56 9,74 -
3 13,0 12,38 12,67 12,59 12,73 12,02
4 15,0 14,93 14,96 14,96 14,95 14,95
5 16,5 16,78 16,60 16,66 16,55 16,48
6 17,5 17,99 17,74 17,81 17,68 17,62
7 18,5 18,70 18,52 18,58 18,47 18,44
8 19,0 19,11 19,04 19,07 19,02 19,02
9 19,5 19,34 19,39 19,38 19,40 19,41
10 | 19,7 19,47 19,62 19,58 19,66 19,68
11 | 198 19,53 19,78 19,71 19,84 19,86
A 19,612 20,070 19,916 20,239 19,761
B -3,776 0,503 1,883 0,782 1,2
k 0,622 0,421 0,471 0,378 5,090
m - - - 1,597 3,947
AL - - - - 18,458
y - - - - 4,947
o - - - - 5,028
v - - - - 2,128
R? 0,995 0,999 0,998 0,999 0,999
1 1
fuiegra bt 1 log(-B) | 1,328 '09(A3B] 0,311 log B 0,632 'OQ[A”‘BJ 1,636 log[(A—/\)H B} 0,249
1 A 5 . 1
(ool [J'”HL[AJ H ) j0g g A [etm(3 g | : | g
t; (Donum k A, 2,134 0,976 | | J!09;log A 1,341 | \k A 0,595 | xp+6 .(1—mB)t (mB—l) _4B(m_1)(1_j 2
Noktast) 2(m _1) Bk v E
% A i 1
f,, (Nispi A-f(t) 31{[_A j _1} klog( ] mk“ A } 1] mkv(t—u )| A-A )P
i i f t. RV S H AL _ _ AL
Bliyime Oran k(—A ] 0,311 f(t) 0,630 t) ) | 0471 f(t) 1,003 5 ( S j : [f(ti)iAJ 1 {1 f(ti)} Komp.
Fonksiyonu)
A - —kt: - —ull8) m
f () T | 9806 | A(1-Be™) | 5940 [ AePC) | 7300 A(1-Be™)" | 4229 A +(A- /\){1— e L) } Komp.




4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma, Koya-Goshu biuyime modeli olarak adlandirilan, biyolojik ve diger
biiyiimeler i¢in yeni bir genellestirilmis matematiksel modeli tanitmaktadir. Brody,
Von Bertalanffy, Richards, Weibull, Monomolekdler, Mitscherlich, Gompertz,
Lojistik ve Genellestirilmis Lojistik fonksiyonlar gibi yaygin olarak kullanilan
biiyiime fonksiyonlarinin bir genellemesidir. Koya-Goshu modeli, adi diferansiyel

veya hiz-durum denkleminin bir ¢6zliimii olarak insaa edilmistir.

Fonksiyon, biri biiyiime modelini, digeri asimptotik davranisi etkileyen iki parametre
icerir. Model o kadar esnektirki model segimlerinde yararli olabilir. Dahasi yeni ve

kullanigh biiylime fonksiyonlari {iretebilir.

Calisma kapsaminda ele alinan tiim biiyiime modelleri, akis ¢izelgesi Sekil 2.1°de
gosterildigi gibi birbiriyle iliskilidir. Daha ileri ki ¢alismalarda, Koya-Goshu

modelinin veri uydurma ve tahmini icin daha fazla uygulamalar ele alinabilir.

Bu yazida, yaygin olarak kullanilan biyolojik biiylime modelleri diisiiniilmekte ve her
birinin, oran-durum adi diferansiyel denklem f'(t)=r, f(t) 'nin bir ¢6ziimii oldugu
acikca goriilmektedir. ry ve f(t) formiilii, biiyiimeyi agiklayan hiz-durum denkleminin
¢cOzlimleri olarak yapilandirilmistir. Fonksiyonlarin her biri i¢in modeller sunlardir:
Bertalanffy, Brody, Klasik Lojistik, Gompertz, Weibull, Genellestirilmis Weibull,
Monomolekiler ve Mitscherlich. Modellerin turevleri, bu ttrevlerin literattirde
bulunamamasi ve biyoloji bilimleri alanlarinda ¢alisan matematik dis1 calismacilar da
disiintilerek ayrintili olarak sunulmustur. Tartigilan tiim biiyiime fonksiyonlar, ilgili
nispi biiyime orani fonksiyonlari, parametre B ve integral sabiti icin ifade ile birlikte
Cizelge 3.1°de gosterilmektedir. Modellerin her birinde kabul edilebilir degerlerin
uzerinde bir siirlama oldugu unutulmamalidir. Hiz-durum denklemi daha genel ve
faydali c¢oziimler {iretebilir. Bu modellerin olusturulmasi, modeller arasindaki

iliskiler ve bunlarin déniim noktalar1 daha detayl arastirilabilir.
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