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OZET

GENELLESTIRILMIiS KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERI iCIN
ESITSIZLIKLER

Baris CELIK

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, 2017
Yiksek Lisans Tezi, 49s.

Danisman: Dog. Dr. Erhan SET

Bu tezde konveks ve s-konveks fonksiyonlar igin literatiirdeki baz1 Hermite-Hadamard tipli
ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler incelenerek genellestirilmis kesirli integraller
yardimiyla bu esitsizliklerin yeni genellestirmeleri elde edilmistir. Birinci boliim kesirli
analiz ve esitsizlik tarihi ile ilgili baz1 bilgiler icermektedir. ikinci béliimde, bazi temel
kavramlara, konveks fonksiyonlara, s-konveks fonksiyonlara, literatiirde iyi bilinen bazi
esitsizliklere ve 6zel fonksiyonlara yer verilmistir. Ugiincii béliimde, Riemann-Liouville
kesirli integrallerine, literatiirdeki mevcut lemmalar yardimiyla elde edilmis Hermite-
Hadamard-Fejér tipli esitsizliklere ve farkli iki konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizliklere yer verilmistir. Tezin bulgularini olusturan dérdiincii béliimde
ise, ilk olarak genellestirilmis kesirli integraller hakkinda bilgiler verilmistir. Daha sonra bu
integraller yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler
ve farkli iki konveks fonksiyonun g¢arpimi i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde
edilmistir.
Anahtar Kelimeler:  Genellestirilmis kesirli integral operatorii, Hermite-Hadamard
esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi, Konveks fonksiyon,
Riemann-Liouville kesirli integral operatorti, s-konveks fonksiyon.



ABSTRACT
INEQUALITIES FOR GENERALIZED FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS
Baris CELIK

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2017
MSc. Thesis, 49p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan SET

In this thesis, some Hermite-Hadamard type and Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities
well known in the literature are investigated for convex and s-convex functions and new
generalizations of these inequalities are obtained by using generalized fractional integrals.
The first chapter contains some information on fractional analysis and history of inequality.
In the second chapter, some basic concepts of analysis, convex functions, s-convex
functions, some inequalities such as Holder inequality and Power-mean inequality and
special functions are given. In the third chapter, Riemann-Liouville fractional integrals,
Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities obtained by using the existing lemmas in the
literature and Hermite-Hadamard type inequalities for the product of two different convex
functions are given. In the fourth chapter, which constitutes the findings of the thesis, firstly,
generalized fractional integrals are presented. Then Hermite-Hadamard-Fejér type
inequalities for convex functions and Hermite-Hadamard type inequalities for the product of
two different convex functions were obtained by means of these integrals.

Key Words: Convex function, s- convex function, Generalized fractional integral, Hermite-
Hadamard inequality, Hermite-Hadamard-Fejér inequality, Riemann-Liouville
fractional integral.
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1. GIRIS

Kesirli analiz 300 yildan bu yana var olan fakat bilim ve miihendislik ¢evrelerinde cok
popiiler olmayan, yeni yeni popiiler olmaya basglamig bir konudur. Dolayisiyla bu konuyu
bilim ve miihendisligin popiiler konusu haline getirmek, temel dogay1 anlamaya ve daha
iyi tanmimlamaya bagka bir boyut kazandiracaktir. Belki de kesirli analiz, dogay1 anlama
seklidir ve bundan dolay1 doga ile bu dilde konugmak daha da verimli olacaktir. Son 300 y1l
boyunca bu konu matematikgiler tarafindan ¢aligilmakta ve son yillarda da miihendislik,
bilim ve ekonomi gibi alanlarda ilgi cekmektedir. Gelecek yillarda bu konu tizerine bir¢ok
uygulama goriilecektir. Belki de kesirli analiz 21. yiizyilin en onemli analiz konusu ola-

caktir.

L’Hospital, 30 Eyliil 1695te Leibniz’e yazdig1 bir mektuptaki yazisinda n-inci dereceden
d" f(z)

dxm

notasyonunda n = 21 icin sonucun ne olacagini sormustur.

tiirev igin kullandig: 5

Leibniz’in cevab1 “Bir giin faydah sonuclar ¢ikacak olan agik bir paradokstur” seklinde
olmugtur. Bu sozler iizerine kesirli analiz kavrami ortaya ¢ikmig ve aradan gecen 300 yil
boyunca yapilan caligmalarin en az yarisinin dogru oldugu kanitlanarak bir¢ok uygulama
verilmistir. Bununla birlikte bu uygulamalar ve kesirli hesabi ¢evreleyen matematiksel

arka plan paradoks olmaktan uzaktir.

1941 yilina kadar N.H. Abel, J. Liouville, B. Riemann, J. Hadamard, G.H. Hardy, H. Weyl,
A. Erdelyi ve H. Kober gibi matematikgiler kesirli integral ve tiirev kavramlar: tizerine
yapilan arasgtirmalara onciiliik etmig bilim insanlarindan bazilaridir. Bu alanda 1974
yilinda Bertram Ross tarafindan organize edilen, Connecticut’daki New Haven Universite-
si'nde yapilan ve 94 matematik¢inin katildigi ilk uluslararasi konferanstan sonra kesirli
analiz hizli bir gelisme gostermisgtir. Daha sonra Adam Mc Bride, Garry Roach, Kat-
suyuki Nishimoto, Peter Rusev, Ivan Dimovski, Virginia Kiryakova gibi aragtirmacilar
tarafindan bu konu iizerinde konferanslar diizenlenmistir. K.B. Oldham ve J. Spanier,
S.G. Samko, A.A. Kilbas ve O.I. Marichev, V.S. Kiryakova, K.S. Miller ve B. Ross, B.
Rubin gibi bilim insanlarinin yalnizca kesirli analiz tizerine yazilmig kitaplarinin yan sira
H.T. Davis, A. Zygmund, M.M. Dzherbashyan, I.N. Sneddon, P.L. Butzer ve R.J. Nessel,
P.L. Butzer ve W. Trebels, G.O. Okikiolu, S. Fenyé ve H.W. Stolle, H.M. Srivastava ve
H.L. Manocha, R. Gorenflo ve S. Vessella gibi bilim insanlarinin yazmis olduklar: kitap-
larda boliim olarak kesirli analiz yer almaktadir. Ozellikle kesirli analiz tizerine yaym

yapan bilimsel dergiler de literatiirde bulunmaktadir.



Konveks fonksiyonlar yardimiyla oldukc¢a hizli bir gelisme gosteren ve genis capli bir
aragtirma kitlesine sahip olan esitsizlikler teorisine kesirli tiirev ve kesirli integral kavram-
lar1 son yillarda bir ivme katmigtir. Ozellikle Sarikaya ve arkadaglan tarafindan 2011
yilinda yapilan ve 2013 yilinda yaymnlanan “Hermite-Hadamard’s inequalities for frac-
tional integrals and related fractional inequalities” baglikh calisma bircok arastirmacinin
kesirli integraller yardimiyla yeni egitsizlikler elde etmesine onciiliik etmistir. Kesirli integ-
rallerin Riemann-Liouville, Weyl, Hadamard, Katugampola ve conformable gibi bilinen
bir¢cok formu vardir. Son zamanlarda da ilk olarak Raina tarafindan tanitilan ve daha
sonra Agarwal, Luo ve Raina tarafindan geligtirilen yeni bir genellestirilmis kesirli integral

operatori tamtilmigtir.

Bu tezin amaci Raina, Luo ve Agarwal tarafindan tamtilan kesirli integral operatoriin-
den faydalanarak literatiirde Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilmis
bazi Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli integral esitsizliklerinin yeni

genellestirmelerini sunmaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezin diger boliimlerinde ihtiya¢ duyulacak olan bilgilere yer verilmistir.

2.1 Bazi Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda tamimh bir fonksiyon
ve 1, xy de I’ da iki nokta olsun. Bu durumda

1) xo >z iken f(x9) > f(z1) ise f fonksiyonu I tizerinde artandir,

ii) zg > x iken f(z3) < f(z1) ise f fonksiyonu [ tizerinde azalandir,
iil) xy > x1 iken f(wy) > f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,
iv) @y > xy iken f(z2) < f(xy) ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir [1].

Tanmim 2.1.2 (Siireklilik) zop € I C R ve f : I — R bir fonksiyon olsun. Eger Ve > 0
icin |z — xo| < § oldugunda |f(x) — f(xo)| < € olacak sekilde bir § = (e, xg) sayis1 varsa

f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir [3].

Tanim 2.1.3 (Mutlak Sireklilik) f : [a,b] € R — R bir fonksiyon olsun.
{(zs,y:;) i =1,2,...,n} [a,b] nin ayrik acik alt araliklarinin bir koleksiyonu olmak iizere

Ve > 0 igin
Z lyi — @i <0
i=1
oldugunda
Z |fyi) = flz)] <e
i=1
olacak gekilde bir § > 0 sayisi varsa [’ ye [a, b] lizerinde mutlak siireklidir denir [5].

Tanim 2.1.4 (Lipschitz Sart1) f: 1 CR — R fonksiyonu igin

|[f(z) = f(y)] < M|z —y|
olacak gekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, I’ da Lipschitz sartini sagliyor denir [3].

Tanim 2.1.5 (a,b) C R acik bir aralik ve f’ de (a,b)’” den R’ ye bir fonksiyon olsun.

t,x € (a,b) olmak iizere
S~ ()

t—x t—a



sonlu limiti varsa, bu limit degerine f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve f'(x)
(veya Df(x) ya da %) ile gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu x noktasinda tiirevle-

nebilirdir (veya tiirevlidir) denir ve

f/(SC) — lim f<t> — f(:L’)

t—x t—x
veya t = x + h dersek, t - x < h — 0 olacagindan

o) — tim D) = @)

h—0 h

dir. Eger f : [a,b] — R fonksiyonu igin = € (a,b) olmak iizere

o FO =@ ) - f(@)

t—zt t—x t—z— t—2x

. . . . . . . V) . . . !
limitleri varsa, bu limitlere siras1 ile f’ nin x noktasinda sag ve sol tiirevi denir ve f, (z) ve

f- () ile gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu sirasiyla sagdan ve soldan tiirevlenebilirdir

denir ve
fo(w) = thn}k % ve f (z) = tle{ @
veya
f; = hh%lJr f(z+ h})l — f(2) ve f — hh%l_ f(z+ h})l — f(x)
dir [14].

2.2 Konveks Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Konveks fonksiyonlar ile ilgili caligmalar reel degiskenli reel degerli fonksiyonlarin iceriginde
baglamigtir. Dolayisiyla literatiirde bu konu tizerine elde edilen bir¢ok yeni sonug bulun-
maktadir ve bu sonuclar oldukca anlagilir ve basit ispatlara sahip olup siradan ve énemsiz
degildirler. Bu sonuclar onemli uygulamalara ve ayni zamanda cesitli genellegtirmelere

sahiptirler.
Her z,y € [ ven € [0,1] igin f : I C R — R fonksiyonu

Sz + 1 =n)y) <nf(x)+ 1 —n)f(y) (2.2.1)

sartin1 saghyorsa f’ ye I iizerinde konveks fonksiyon denir. Burada I, R’ deki agik, yari-

agik veya kapali, sonlu veya sonsuz bir araliktir. Eger (2.2.1) esitsizligi = # y igin kesin



ise f’ ye kesin konveks fonksiyon denir. Ote yandan, —f : I — R konveks ise, f: [ — R
konkavdir. Geometrik olarak (2.2.1) esitsizligi, P, @ ve R, f’ nin grafigi iizerinde herhangi
i¢ nokta ve @), P ile R arasinda bir nokta olmak tizere () noktasinin, PR kiriginin altinda

veya iizerinde oldugunu gostermektedir.

Y
)

v z=nr+(1-ny) Y
Sekil 2.1: Konveks fonksiyon

Asagidaki gibi konveks fonksiyonlara basit 6rnekler verilebilir.

i) f:(—00,00) =R, f(x)=a2?
ii) g:[-m0] - R, g(x)=sinuz,

iii) h:(—o0,00) = R, h(z)=|z|.

Bu fonksiyonlardan ilk ikisi kesin konvekstir fakat ti¢iinciisti kesin konveks degildir.

Ayrica f: I — R fonksiyonu, f(z) = max + b formunda ise f’ ye I iizerinde afindir denir.

Herhangi bir afin fonksiyon konvekstir fakat kesin konveks degildir.

Konveks fonksiyonlar sinirlilik, siireklilik, diferansiyellenebilirlik gibi bir ¢ok 6nemli 6zellige

sahiptirler. Bu ozelliklerden bazilar1 asagidaki gibi verilmigtir.



Teorem 2.2.1 f: 1 — R’ ye bir konveks fonksiyon ise f, I iginde (/°) bulunan her [a, ]
kapali aralig tizerinde Lipschitz sartin1 saglar. Dolaywsiyla f, I°" de siireklidir ve [a, b]

araliginda mutlak siireklidir.

Teorem 2.2.2 f : [ — R’ ye konveks (kesin konveks) ise, f_(z) ve f,(z) vardwr ve I’

de artandir (kesin artandir).

Teorem 2.2.3 f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi icin gerek

ve yeter sart her x € (a,b) igin

olacak gekilde g : (a,b) — R artan (kesin artan) fonksiyonunun ve ¢ € (a,b) noktasmin

var olmasidir.

Teorem 2.2.4 f, (a,b) lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
f7 nin konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f’ nin artan (kesin artan)

olmasidir.

Teorem 2.2.5 f, (a,b) araliginda iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon yani f”, (a, b)
lizerinde var olsun. Bu taktirde f’ nin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f”(x) > 0

olmasidir. Eger f”(z) > 0 ise f kesin konvekstir.

Teorem 2.2.6 f: 1 —- R ve g: I — R konveks ve a > 0 ise f + g ve af’ de I iizerinde

konvekstir.

Teorem 2.2.7 f : I — R, g : J — R iki fonksiyon ve f(I) C J olsun. f konveks
fonksiyon ve ¢’ de konveks ve artan bir fonksiyon ise g o f bilegke fonksiyonu da I’ da

konvekstir.

Teorem 2.2.8 f,g: I — R negatif olmayan, azalan (artan) ve konveks fonksiyonlar ise

h(z) = f(z)g(x) fonksiyonu da bu 6zelliklere sahiptir.

Tanim 2.2.1 (Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) «,5 > 0, o® 4+ (° = 1 ve

s € (0,1] olmak iizere her u,v € R igin f: RT — R fonksiyonu

flau+ pv) <o f(u) + B°f (v) (2.2.2)

esitsizligini sagliyorsa f’ ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
simfi K! ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir [15].



Tanim 2.2.2 (ikinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) «,5 >0, a4+ =1ves €

(0, 1] olmak tizere her u,v € R igin f : Rt — R fonksiyonu

flau+Bv) <o’ f(u) + B°f (v) (2.2.3)

egitsizligini saglhyorsa f’ ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
simifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav
olarak adlandirilir [4,10].

Yukarida verilen her iki s-konveks fonksiyon tanimlarinda s = 1 olarak alinirsa bilinen

konveks fonksiyon tanimi elde edilir.

Teorem 2.2.9 0 < s < 1 olsun. Eger f € K? simifina ait bir fonksiyon ise f, [0, 00)

araliginda negatif degildir [10].

Teorem 2.2.10 f € K2 olsun. Yu,v € RT (RT = [0,0)), Vo, 3 > 0 ve a+ 3 < 1 olmak

lizere (2.2.2) esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart f(0) = 0 olmasidir [10].

Teorem 2.2.11 i. 0 < s < 1olsun. Eger f € K? simifina ait bir fonksiyon ve f (0) =0

ise f € K! simifina ait bir fonksiyondur,

ii. 0 < s <359 < 1olsun. Eger f € KfQ smifina ait bir fonksiyon ve f(0) = 0 ise

f € K2 smifina ait bir fonksiyondur,

iii. 0< s <8 < 1olsun. Eger f € Ksl2 smifina ait bir fonksiyon ve f(0) < 0 ise
f € K} smfa ait bir fonksiyondur [10].

2.3 Konveks Fonksiyonlar icin Esitsizlikler

Teorem 2.3.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f: — R konveks fonksiyon olmak

tizere, her a, b € I ve a < b igin,

1(55) <52 [ 1@< KOOSO (20

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav olmasi

esitsizligi tersine gevirir [4].

Teorem 2.3.2 (Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi) f : [a,b] — R konveks fonksi-

a+b

yon, g : [a,b] = R, [a,b] iizerinde integrallenebilir, negatif olmayan ve “I noktasina gére



simetrik bir fonksiyon olmak tizere

f(a;b)/ d:c</ f(x dx<w/abg(x)d:c (2.3.2)

esitsizligi gegerlidir [9)].

Dragomir ve Fitzpatrick 1999’ da “The Hadamard’s inequality for s-convex functions
in the second sense” baghg altinda yayinlanan makalelerinde ikinci anlamda s-konveks

fonksiyonlar icin asagidaki teoreme yer vermislerdir.

Teorem 2.3.3 f:[0,00) — [0,00) ikinci anlamda s-konveks fonksiyon, s € (0,1), a,b €

[0,00) ve a < b olsun. f € Lla,b] ise

051 (a;—b) <

esitsizligi gecerlidir ve bu esitsizlige s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsiz-

NIORSA0)
- s+ 1

(2.3.3)

ligi denir. Eger (2.3.3) esitsizliginde s=1 almirsa (2.3.1) esitsizligi elde edilir [8].
2.4 Holder Esitsizligi ve ilgili Esitsizlikler

Teorem 2.4.1 (integraller I¢in Holder Esitsizligi) p > 1 ve zlo + % = 1 olsun. f ve
g, |a,b] araliginda tanimh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a,b] arahginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

/|f |dx<(/ e |pda:);(/:|g<x>|qu);

esitsizligi gegerlidir [13].
Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade
edilir.

Sonug 2.4.1 (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda tammh

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a,b] arahginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

INCICE (/@brfwdx)l; ([ |g(x>|qu>3

esitsizligi elde edilir.



Teorem 2.4.2 (integraller Icin Uggen Esitsizligi) f, [a,b] araliginda siirekli reel de-

gerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

[ 1@

g/qunm: (a <)

esitsizligi gecerlidir [13].
2.5 Gamma ve Beta Fonksiyonlari

Tanim 2.5.1 n porzitif bir reel say1 olmak tizere

F(n):/ 2" e dx
0

seklinde ifade edilen I'(n) gosterimine Gamma fonksiyonu denir [18]. Gamma fonksiyonun

onemli ozelliginden biri n € Z* olmak tizere
I'(n+1)=nl(n)=n!
olmasidir.

Tanim 2.5.2 T, Euler Gamma fonksiyonu olmak iizere

1
/ Tt 1 =) tdt a>0
0

I'(a) I(B)
I+ pP)

B(a, B) =
(o, B €RY)

fonksiyonu Beta fonksiyonudur [21, Bolim 1.1].



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Riemann-Liouville Kesirli integraller icin Hermite-Hadamard-

Fejér Tipli Esitsizlikler

Tamim 3.1.1 [a,b] (—00 < a < b < 00), reel eksen iizerinde sonlu bir aralik ve f € Lla, b]

olsun. Bu durumda,

1

Jgﬁrf(x):m/x(x—t)a_lf(t)dt, r>a

ngf(q;):ﬁ/ (b= 22 f (B dt, = <b

integrallerine sirasiyla @ > 0 icin a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli

integralleri denir [12]. Burada I' (o) Gamma fonksiyonu,

['(a)= /OO et dt
Jorf () = Jy-f () = f (x)

dir.

Sarikaya ve arkadaglari kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizligini agagi-

daki gibi elde etmiglerdir.

Teorem 3.1.1 [ : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon, 0 < a < b ve f € Ly [a,b] olsun. Eger

f, |a, b] arahgmda konveks bir fonksiyon ve o > 0 ise kesirli integraller igin

/ (agb) : % et )+ gr @) < T

esitsizligi gecerlidir [19].

Bu tez boyunca g : [a,b] — R siirekli fonksiyonu igin [|g[|,, = sup;c(, 4 9 ()] olsun.

Lemma 3.1.1 g : [a,b] — R integrallenebilir, “T“’ noktasina gore simetrik bir fonkiyon

ve a < b ise bu takdirde o > 0 olmak tizere

Tig(0) = Jig(a) = 5 5o () + g (a)
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esitligi gegerlidir [11].

Kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 3.1.2 f : [a,b] — R konveks fonksiyon, a < b ve f € L[a,b] olsun. Eger

a+b

g : [a,b] — R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve “3= noktasina gore simetrik

ise a > 0 olmak tizere kesirli integraller i¢in

(52 a0+ o] < U U9 0+ (79) @)
< LOXTO ey 0) 4 g9 @)

esitsizligi gecerlidir [11].

Lemma 3.1.2 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f' € Lla,b] olsun. g : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir ve 2® noktasma gore

simetrik ise a > 0 olmak tizere kesirli integraller icin

(f(a) + ()

5 ) [Jarg (0) + Ji-g ()] = [ (Fg) (b) + Ji- (fg) (a)]

_ ﬁ/b Uat@—s)a—lg(s)ds—/tb(s—a)a—lg(s)ds e (3.1.2)

esitligi gegerlidir [11].

Teorem 3.1.3 f : I C R — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

a+b

5 noktasina

f' € Lla,b] olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve

gore simetrik bir fonksiyon ise a > 0 olmak iizere kesirli integraller i¢in

‘(ﬂﬂgi@)Uﬁﬂ@+ﬁgm»4ﬁmmxw+ﬁ<mxm

(b—a)"" gl
(a+1)I'(a+1)

(1= 5 ) 7 @+ 17 o] (3.13)

esitsizligi gecerlidir [11].

Teorem 3.1.4 f : [ C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve
f' € Lla,b] olsun. Eger |f'|?, [a,b] arahginda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve 2t
noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise v > 0, ]l? + % =1 ve ¢ > 1 olmak tizere kesirli

integraller icin
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‘ ( [l 27 0) ) [geg (0) + Jig (@) = [+ (£9) (b) + Ji- (fg) (@)]

2(0—a)"*" gl L (IS @I+ )\
= b—a)’"(a+ 1T (a+1) (1 26“) ( 2 ) (3.14)

esitsizligi gecerlidir [11].

Lemma 3.1.3 0 < o <1 ve 0 <a<bolmak lzere
0 — 0% < (b— a)°

esitsizligi gecerlidir [16, 22].

Teorem 3.1.5 f : [ C R — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve
f € La,b] olsun. ¢ > 1 ve @ > 0 olmak tizere |f’|?, [a, b] arahginda konveks, g : [a,b] — R

siirekli ve “TH’ noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise kesirli integraller igin
fla)+ O o o ,
(O g 0+ g )] - 105 (£0) 00+ 55 (7))

200 gl (=)™ (LN @I+ L G
(ap+ )T (a+ 1) (1 2ap) ( ; ) (3.1.5)

esitsizligi gecerlidir [11].
Set ve arkadaglar1 agagidaki lemmay1 kullanarak (2.3.2) esitsizligininin sol tarafi ile ilgili
baz1 yeni sonugclar elde etmislerdir.

Lemma 3.1.4 f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir fonksiyon, a < b ve

g : [a,b] — R fonksiyon olsun. Eger f’ g € La,b] ise kesirli integraller igin

F(U50) [y s @+ gy 0] = [ G0 @+ T2y ) )

2 2 2

1 b .
- T / k() F (1) dt (3.1.6)

esitligi gecerlidir. Burada

dir [20].
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Teorem 3.1.6 f: [ — R, [°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f" € L[a,b] , a < b
ve g : [a,b] — R siirekli olsun. Eger |f’|, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise o« > 0

olmak iizere kesirli integraller i¢in

‘f ( i b) {Jg:;,,)g (@) + T y0109 <b>]

ey G0 @)+ sy U0 )]

(6= " oo ,
< ey I @l 1 0

(3.1.7)
esitsizligi gecerlidir [20].

Teorem 3.1.7 f: [ — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f" € L|a,b] , a < b
ve g : |a,b] — R siirekli olsun. Eger |f’|, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1 ve

a > 0 olmak tizere kesirli integraller icin

(%5 [y 9 @+ a0 0]

_ { (s2y- ([9) (@) + Ty (f9) (b)} ‘
b oy

= e (@+1)(a+2)iT (a+1)
% {19l 01010 (e + )1 @17 + (a+ D)1 B
o lglaso 4o [+ 1) [ (@1 + (a4 3) | @)1}
< (b= @)™ gl e

s T (3.1.8)
2 i (a+1)(a+2)sI'(a+1)

X {((Oz+3) |f/ (a)|q +(a+1) |f’ (b>|q)1/q
+ ((a+ ) |f (@) + (a+3) |f (b)|q)1/q}

esitsizligi gegerlidir [20].

Teorem 3.1.8 f: [ — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f" € L[a,b] , a < b
ve g : [a,b] — R siirekli olsun. Eger |f’|?, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1,

zlx + % =1ve a > 0 olmak fizere kesirli integraller icin
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(259) sy 0)

_ {JE‘% (fg):a) T ageyr (;g) (b)] ‘

2
I9lo0 (0 — @)™
1
245 (ap+ 1) T (a + 1)

< (B @+ 17 O+ (7 @+ 317 )]

(3.1.9)

esitsizligi gecerlidir [20].

3.2 Konveks Fonksiyonlarin Carpimi icin Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizlikler

Chen, iki konveks fonksiyonun ¢arpimi ig¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri agagi-

daki gibi elde etmistir.

Teorem 3.2.1 f ve g reel degerli, negatif olmayan, [a, b] araliginda konveks fonksiyonlar

ve o € RT olmak tizere

H [T f(D)g(b) + Ji- f(a)g(a)]
(8% o 1 o
(a+2_a+1+§> M(a’b)+(a+1)<a+2)N<a7b) (3.2.1)

esitsizligi gecerlidir ki burada

M(a,b) := f(a)g(a) + f(b)g(b) wve N(a,b):= f(a)g(b)+ f(b)g(a) (3.2.2)
seklindedir [6].

Teorem 3.2.2 f ve g reel degerli, negatif olmayan, [a, b] araliginda konveks fonksiyonlar

ve o € RT olmak iizere

a+b a+b
2 (57 ) (57
ot 1) e s io)g(e) + Jit fla)g(a) (3.23)

= S0b_a)p
+N(a,b)( “ - +1>

+M(a,b)

«
(a+1)(a+2) a+2 a+1 2

esitsizligi gegerlidir ki burada M (a,b) ve N(a,b) (3.2.2)" deki gibidir [6].
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Chen ve Wu farkli iki konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlik-

leri agagidaki gibi elde etmiglerdir.

Teorem 3.2.3 a < b, a,b € [0,00) olmak iizere f,g : [a,b] — Ry tammh fonksiyonlar ve
f, g € Lla,b] olsun. Ayrica [a,b] lizerinde f konveks ve s € (0,1] igin g, s-konveks olsun.
a € RT ve M(a,b) ile N(a,b) (3.2.2)" deki gibi olmak tizere

G 2 F0)90) + - (a)g(a)]

(a—l—s—l—l B(a, S+2)) M (a,b) (3.2.4)
1

—I—(B (a+1,s+1)+ (a—l—s)(a—i—s—i—l))N(a’b)

esitsizligi gecerlidir [7].

Ispat. f ve ¢’ nin tammlaridan, 7 € [0,1] icin

fna+ (1 —=mn)b) <nf(a)+ (1 —-n)f(b) (3.2.9)

g(na+ (1 —=n)b) <ng(a) + (1 —n)°g(b) (3.2.6)

yazilir. Burada her bir terimin negatif olmadigl goézoniine alinarak (3.2.5) ve (3.2.6)

esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa n € [0, 1] i¢in,

f(ma+ (1 —n)b)g(na + (1 —n)b)

(3.2.7)
<" fa)g(a) + (1 =) f(b)g(b) +n(1 —n)*f(a)g(d) + (1 —n)n°f(b)g(a)
yazilir. Benzer gekilde
f((1=mn)a+nb)g((1 —n)a+nb) (32.8)
< (1 =n)*"f(a)g(a) + 1 f(b)g(D) + (1 —n)n* f(a)g(b) +n(1 —n)*f(b)g(a)
yazilir. (3.2.7) ve (3.2.8) taraf tarafa toplanirsa
fna+ (1 —=mn)b)g(na+ (1 —mn)b) + f((1 —n)a+nb)g((1 —n)a+nb) (3.2.9)

<+ (1 =0} M(a,b) +{n(1 —n)°+ (1 —n)n"} N(a,b)
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elde edilir. (3.2.9) esitsizliginin her iki tarafi n®~! ile ¢arpihip [0, 1] lizerinde i’ ye gore

integre edilirse

/0 n*~' f(na+ (1 —n)b)g(na+ (1 —n)b)dn

+/0 N~ (L= n)a+nb)g((1 —n)a +nb)dn

- [ () s [ (22) e
I'(a)

- @_@JﬁJ@ﬂm+Kf@ﬂM

1
< Mab) / B 4 (L= )™
0

+N(a,b) /01 1 (1 =n)*+ (1 —n)n°)dn

:(;£;T+MQHQOM@M

1
(a+s)(a+s+1)

+(B(a+1,s+l)+ )N(a,b)

yazilir. Boylece

['(«)
(b—a)®

1
< [
< (a+$+1+B(a,s+2))M(a,b)

[Ja+ F(0)g(b) + Ji- f(a)g(a)]

1
—I—(B(a+1,s+1)+ (a—l—s)(a—i—s—i—l))N(a’b)

yazilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4 a < b, a,b € [0,00) olmak iizere f,g : [a,b] — R tammh fonksiyonlar
ve f, g, fg € Lla,b] olsun. Ayrica f ve g, |a,b] lizerinde sirasiyla s;, so € (0,1] igin
s1-konveks ve so-konveks fonksiyonlar olsun. Bu taktirde o € Rt ve M(a,b) ile N(a,b)
(3.2.2)” deki gibi olmak iizere

()
(b—a)

1
< {———+8B 1) p M(a,b
- {a+31+82+ (a, 51+ 82 + )} (a,b)

+{B(a+ 51,89+ 1)+ B(a+ s2,81+ 1)} N(a,b) (3.2.10)

[Ja+ F(0)g () + Ji f(a)g(a)]

esitsizligi gegerlidir [7].

16



ispat. f ve ¢’ nin tamimlarindan, n € [0, 1] i¢in

ve

f(ma+ (1 —=mn)b) <n f(a) + (1 —n)™ f(b) (3.2.11)

g(na+ (1 —=n)b) <n*g(a) + (1 —n)*2g(b) (3.2.12)

yazilir. Burada her bir terimin negatif olmadigi gézoniine alinarak (3.2.11) ve (3.2.12)
taraf tarafa carpihirsa n € [0, 1] igin

IN

yazilir. Benzer sekilde

IN

f(ma+ (1 —=mn)b)g(na+ (1 —n)b)
n*%2 fla)g(a) + (1 —n)* 2 f(b)g(b) (3.2.13)
+n" (1 =n)* f(a)g(b) + (1 —n)*n* f(b)g(a)

J((T=n)a+nb)g((1 —n)a+ nb)
(L=n)"**2f(a)g(a) +n "2 f(b)g(D) (3.2.14)
+(L=n) 1 f(a)g(b) + n° (1 —n)*2f(b)g(a)

yazilir. (3.2.13) ve (3.2.14) taraf tarafa toplanirsa
f(na+ (1 =n)b)g(na + (1 =n)b) + f((1 = n)a+nb)g((1 —n)a +nb)

+(n (1

< (4 (1 =n)" ) [fa)gla) + £(b)g(D)]
=)+ (L=n)"n) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] (3.2.15)

elde edilir. (3.2.15) esitsizliginin her iki tarafi n®~! ile carpilip [0, 1] lizerinde 7’ ye gore

integre edilirse

/0 o f(na+ (1 n)b)g(na + (1 — n)b)dn

+ / (1 = e+ )g((1 = n)a+ b

- [ G s [ (G2E) o
- i)a[J;+f<><>+Jb f(@)g(a)

< [f@)gla) + FB)g(b)] / 7o (0 4 (1 — ) d

T+ [F(@)g(®) + F(b)g(a)] / P P (L= ) + (1= ) )dn
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1
= | ———+ B(la,s1+sy+ 1)) M(a,b
<a+31+32 ( ! 2 )> (a,)

+ (Blar+ 51,82 + 1) + B(ar + 52,51 + 1)N(a, b))

yazilir. Buradan

[(a)
(b—a)

[Ja+ F(0)g(b) + Ji- f(a)g(a)]

IN

+ B +s2+1) ) M(a,b
(a+81+52 (51 + 52 )) (a,0)

+ (B(a+ s1,824+ 1) + B(a + s9,51 + 1)N(a, b))

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.5 a < b, a,b € [0,00) olmak iizere f,g : [a,b] — Ry tammh fonksiyonlar ve

fg € L[a,b] olsun. Ayrica [a,b] lizerinde f konveks ve s € (0,1] igin g, s-konveks olsun.
a € RT ve M(a,b) ile N(a,b) (3.2.2)" deki gibi olmak tizere

o (412)(42)

H [T F(b)g(b) + J& f(a)g(a)]

N 1
+§M(a’b) {B(a—l—l,s+1)+(&+S>(a+3+1)}

IA

« 1
—N B 2 _ 2.1
+2 (a,b){ (o, s + >+a+8+1}’ (3.2.16)

esitsizligi gegerlidir [7].

ispat.

a+b (1—77)a+nb+77a+(1—17)b
2 2 2

yazilabilir. Boylece

fEna—'—(ln)b‘i‘ (1—n;a+nb)g(na+(;—n)b+ (1—nga+nb)
1

+f(na+ (1 —=n)b)g((1 —n)a+nb) + f((1 —n)a+nb)g(na + (1 — n)b>]
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< 231+1 [f(na+ (1 =mn)b)g((1 —n)a+nb) + f((1 —n)a+nb)g(na+ (1 —n)b)]

b { [nf(a) + (1 =n)fB)][(1 = n)*g(a) +7°g(b)]

2s+1
+{(A =n)fla) +nfO)][n°9(a) + (1 =n)°g(b)] }

= o [t (1= m)b)g(na-+ (1= n)b) + F(L—n)a+ mb)g((1 — n)a+ nb)]

2811 (1 =n)* + (L= m)n*) M(a,0) + (L =m)"" +57") N(a, )] (3.2.17)

+

vazilir. Burada (3.2.17) esitsizliginin her iki tarafi 7! ile carpilip [0, 1] iizerinde n’ ye

a+b a+b\ [t ..
4T
1(75)o (557) e

2sl+1 [/0 "~ f(na+ (1 —n)b)g(na + (1 = n)b)dn

gore integre edilirse

IN

n / P F (0 ma+ b) + g((1 — ma+ nb)dn]

_|_

e M) [ =+ 1= o
#Na) [

elde edilir. Yani

1 a+b a+b
A (557) (%)

! {( D) e 00 + J£f<a>g<a>}

IA

23+1 b— a)
Farer{Ma0) [ = (=

+N(a,b) /01 (L =)™+ ns“]dn}

olur. Burada

/0 N =)+ (L=nn’ldn = Bla+ 1,s +1) + (o + 8)(;+ s+1)

ve
1

a+s+1

1
/ B = ) 4 Y dy = Blays +2) +
0
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olarak hesaplanir. Buradan

o f (a;b)g(a;b) <

yazilir ve ispat tamamlanir.

2(b—a)”

Ot D) e f0)g) + I Fl@)g(a)

1
9 (a+s)(a+s+1)>

1
+-M(a,b) <B(a+ L,s+1)+
+1N(a b) | B(a,s+2) + !

2 ’ ’ a+s+1
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4. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralin bir genellestirmesi olan ve
Raina tarafindan tanimlanan, genellestirilmig kesirli integral operatorii tamitilarak, bu
operator yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard-Fejér tipli egitsizliklerin yeni genelles-

tirmeleri verilecektir.

4.1 Genellestirilmis Kesirli integral Operator
o(k)(k € N=NU{0}) pozitif reel sayilarin simirh bir dizisi olmak iizere,

7 (@) = FoO oW (z) = > _ok) (p, A > 0;z € R), (4.1.1)

A

seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir simfi Raina [17] tarafindan tanimlanmigtir. Bu
fonksiyon yardimiyla, [17]” de Raina ve [2]” de Agarwal ve arkadaglari, \,p > 0, w € R ve

o(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak {izere

(jp%’aﬁwcp) (r) = /w(m — t)’\_lfg/\[w(x —t)Plp(t)dt (x> a), (4.1.2)

(T (1) = / (t— 2wt — Plp(D)dt (x < b), (11.3)

sol ve sag tarafli kesirli integral operatorlerini tanimlamiglardir. Burada kolayca anlagilaca-
g1 gibi
M = FJ 1 [w(b —a)’] < oo

ise Iy ar P (T) ve T35y pP(x), L(a, b) tizerinde siurh integral operatérlerdir. Gergekten,

el i= (| b rw<t>|pdt);

olmak tizere ¢ € L(a,b) i¢in

1T (@) < M — a)*lell

ve

1T (@)1 < M — )|

dir.
Yukarida tanim verilen genellegtirilmis kesirli integral operatorii igin, o(k)’ nin 6zel
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secimlerinde bir ¢ok kesirli integral operatorii elde edilir. Ornegin (4.1.2) ve (4.1.3)
esitliklerinde A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 secilirse a- mertebeli klasik Riemann-Liouville

kesirli integrali elde edilir.

Yaldiz ve Sarikaya genellegtirilmig kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard esitsiz-

ligini agagidaki gibi elde etmislerdir.

Teorem 4.1.1 f: [a,b] = R, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon, 0 < a <bve A >0

olmak iizere kesirli integral operatorleri igin

f(a)+ f(b)
2

a-+b 1 i )
f( 2 )§2<b—a>*fm1[w<b_a>pﬂ paarnf 0) + Tox s f(@)] <

P

esitsizligi gecerlidir [23].

Genellestirilmig kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi agagidaki

gibi elde edilmigtir.

Teorem 4.1.2 f :[a,b] = R, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon, 0 < a < b ve o > 0

a+b

olsun. g : [a,b] — R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve “J

noktasima gore

simetrik ise kesirli integral operatorleri i¢in

F(“57) () 0+ (T 9) @)

[( pfa,a+;w(fg)(b)) + ( pcfa,bf;w(fg)) (CL)}

< M (T2 arid) 0) + (T p9) (@)]

IN

esitsizligi gecerlidir [24].
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4.2 Genellestirilmis Kesirli integraller icin Hermite—Hadamard—

Fejér Tipli Esitsizlikler

Lemma 4.2.1 f: [a,b] — R, (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

g : [a,b] — R tanimh bir fonksiyon olsun. Eger f’, g € L|a, b] ise kesirli integraller i¢in

2
[T s DO + T2, s (F9)(0)]

a+b

= [ ([ o Euts - arlas) o

* /b ( /,,t(b =) F o lw(b — s)ﬂg(s)ds) F(t)dt

+b
f (a ) [jp‘fa,%m;wg(b) +Jp‘fa7a7+b7;wg(a)] (4.2.1)

esitligi gecerlidir.

Ispat. (4.2.1) esitliginin sag tarafi gézontine alinarak
atb
2

P [ ([ artmbuts - orlatsas) roa

a

! / ( /bt@ = 8)" Falw(b - s)p]g<s>ds) 7yt

= L+1 (4.2.2)

yazilip I ve I, integralleri ayr1 ayr1 hesaplanirsa

I, = (/at(s—a)a—lfga[w(s—a)qg(s)ds) f(t)dtfb
-/ T 0 E (e — e
- ( [ ot - a)ﬂ]g(s)ds) (%57
- aa;b@ @) Fg fult — af](fg) (t)dt
= T () T @) = T (f0)) (423

ve benzer sekilde
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b

n= / PEL (- 9 la(e)ds ) Fot

a+b
2

b
/ e ED Jwlb— g () f (1)t

_ ( /abba) — 8)° T g Jw(b — s)”]g(8>d8) / (a > b)

_ / o= Jw(b — 6)7](fg) (1)t

2

- f(“b) T2 s290) = T s (F)O)

(4.2.4)

elde edilir. Burada (4.2.3) ve (4.2.4) esitlikleri, (4.2.2) esitliginde yerine yazilirsa, (4.2.1)

esitligi elde edilir ve boylece istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1 Eger Lemma 4.2.1’ de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.2.1) esitligi

(3.1.6) esitligine indirgenir.

Teorem 4.2.1 f: 1 — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L[a,b], a < b ve

g : la,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks ise, a > 0 olmak

tizere kesirli integraller igin

+b
7(“57) [T+ T2, s a0

[T FOO) + T7 s (F9) ()] ‘
< (b= )" lgllo e Fehiallolb — )] (|F'(a)] + £ (B)])

esitsizligi gecerlidir ki burada

1
o1(k) = o (k) 20tPk+1 (v 4+ pk + 1)

dir.

Ispat. |f|, [a,b] arahginda konveks oldugundan ¢ € [a, b] icin

b—t t— b—t t—
r (e o m)| < =@+ o)

(@) =

a

yazilir. Lemma 4.2.1 ve integraller i¢in tiggen esitsizligi kullanilarak

+b
7 (“50) [T+ T2, s a0

[Tl IO+ T e (00
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IN

IN

IN

a+b

1900, 282100 57 [ [
b—a / /(S_Q)a_l

X [(0 =)' (@) + (& — a)lf'(b)] dt
Mol o |
—b—a /a;b /b(b—s)

< [(0=0)|f (@) + (& —a)lf'(b)]] dt

9llfa, 2100 557 S (k)| w]* [ [
b_za /a Zra+pk) (/ (S—Cb)a+pk_1d8)

k=0
x[(b=8)|f (a)| + (t —a)f'(b)]] dt
||gH[ ;bb]oo P& ( )’ ’k ' a+pk—1
b—a zbkzgf‘(a—l—pk)/(b_s)Jrk ds
x [(b —L‘)!f(a)| t—a)lf'(b)] dt
191ljq, ez
b—a
ST e : , o (k) wl*
X%(/a (t—a) [(b—t)|f(a)|+(t—a)|f(b)|]dt)m
HQH[GT“?,I;],OO
+
b—a
o0 b wlk
3 ( [ 0= 0m o= 0l @]+ - ol 0] dt) s
191, 221,00
b—a
= o(k)|w|* (a + pk + 3)(b — a)trkt? ,
X{kzo (o + pk +1) {(2“+Pk+2(a+pk+ 1)(a+pk—|—2)) @)l
(b — a)otrk+2 /
+ (2“+Pk+2(a + pk + 2)) f (b)|] }
n | |9|l’)[a_2+bc,lb],oo
- o(k)[w[* (b —a)*tek+? /
x{,;r(amml)[<2a+pk+2<a+pk+2>) el

+( (o + pk + 3)(b — a)otrk+2 )’f,(b)‘”

20+Pk+2 (o + pk + 1) (v + pk + 2)

||gb||ﬂpo {Z F(o—(/f)\wl (b—a)em (If'(a)| + |f’(b)|)}

a+ pk 4 1) 20tPk+1 (o + pk + 1)
19/l la.00 (b — @) F7L 1 fw (b — @) (| f (@) + £ (B)])
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yazilir. Burada

= +pk+1 ’ +pk+1 (b — @)t
t — a)etPklgs = b—t) Pl =
i (t—a) /a;b( ) 20H0k+2 (o + pk + 2)
ve
atb b
/ (t —a)* P (b —t)dt = / (b —t)*PR(t — a)dt
a atb

(v + pk + 3)(b — a)o+rk+2
204°k+2 (v + pk + 1) (o + pk + 2)

seklindedir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.2 Eger Teorem 4.2.1° de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.2.5) esitsizligi

(3.1.7) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.2 f : I — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € L[a,b], a < b

ve g : |a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. |f’|?, [a,b] aralginda konveks ise, ¢ > 1 ve

a > 0 olmak tizere kesirli integraller i¢in

7(“57) [Tt ®) + T 900
[T 100)+ T2, s (@) |

< lglliupoelb — @) (Fobis[fwl(b — a))) 2

X{ [F22allolb — @)l /(@))% + Fa Il (0 = a)?)| ()] 7

}

Q=

+ [Fraallwl(d = a)’]lf (@) + F2 [lwl (b — a) ]| £/ (0) 1]

esitsizligi gecerlidir ki burada

1
Ul(k) = U(k> (Oé + Pk + 1)2a+pk+1’
a+ pk+3
k) :=o(k
oa(k) = o )(a + pk + 1)(a + pk + 2)20+rk+2
ve
1
os(k) := o (k) (a + pk + 2)20+pk+2
dir.
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Ispat. |f’|9, [a,b] arahgnda konveks oldugundan ¢ € [a, ] i¢in

b—t t—a
/
b
/ (b —a" * b—a )
yazilir. Lemma 4.2.1, Power-Mean esitsizligi ve |f’|?” nin konveksligi kullanilarak

+b
‘f (@ ) [jpia,“Ter—i-;wg(b)+\7PU7Q7GT+I7_;wg(a>:|

[T IO+ T2, s (0]
dt) -

(/2 / (s - a)a—lf;”a[w(s _ Cb)p]g(s)ds
/ (3 — a)a—lf;a[w(b — a)p]g(S)dS ’f/(t)‘th>

T p—t ¢
< 21 ()l
<T@l

[F(0) =

(b))

IN

Q=

a+b

{0

: </ib /bta) = )" T alw(b = s)lg(s)ds dt) B

X < /i /b t(b—S)wlf/‘,’,a[w(b—s)ﬂ]g(s)ds P dt)
</ ; i oz+|u;|/: / t(S —a)**lgs %

Hillege s, ( [ 5 et e
<[L+b z:: af;’l: /t(b—s)a+9k—1d8

g (k) (b ay*
((b —a)** Z [+ pk) (a + pk)(a + pk + 1)2a+pk+1)

Q=

IN

|f’(t)|th)

1—
dt)

1
q

Q|

|f’(t)|th)

IN

k=0
a+b 00

y Hg||[a,a2+b],oo(/ Z () o
(b—a)i \Ja & 0Fa+pk (a+ pk)
1

« [(t _ a)o‘”k( O f ()| + (t — a)a+pk+1|f/(b)|q] dt) 1

lgllgss2 5 ;
o (L e
b—a ath Fa+pk (a + pk)

% [(b= )T @)1+ (b= )T — a)] /()] dt) }
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1—

q

(b= a)*  F s [w(b — a)?])

L (2 (i
xbM§;fﬂffD$fzimfMW+Z$£4f::i%f@ﬂ))é
+ | ‘g(/! [_Z)b]oo (g (F(a j%zﬂi pk)

[ o el ] )))

<

90 asoe (b — @)Y ¢ ((b— a)

+ [ Fraallwl(d = a)’]| f' (@) + F72 i [lwl (b = a) ]| £ (0) 1]

yazilir. Burada

a+b

r

t
/ (s — a)* P 1ds| dt

ve

a+b

/2 (t — a)**(b — t)dt

a+1 o1
‘Fp a+1

X{ [Fraallwl = a)]f ()" + Foallwl(b — a)?] £/ (0)]]

[w](b— a)?])*

Q|-

1
q

}

t
/ (b . 8>a+pk71d8
b

a)a—i—pk—H

dt

b
[
(b—

200PH (o + pk) (o + pk + 1)

— 1)tk (t — a)dt

(a+pk+3)(b—a
204°k+2 (v + pk + 1) (o + pk + 2)

>a+pk+2

oldugu kolayca goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.3 Eger Teorem 4.2.2’ de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.2.6) esitsizligi

(3.1.8) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.3 f : I — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L[a,b], a < b

ve g :

[a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. |f’|9, [a,b] araliginda konveks ise, ¢ > 1 ve
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% + % = 1 olmak tizere kesirli integraller icin

+b
‘f (a ) [jpia’a%b*?wg(b) * jpﬁav%“*%wg(a)}

[Tt OO + T, s ()]

(b= a)* |9l iws o .
< gl (ou (b — a)?])e

24

< { BIF @) + 17O + 1/ (@)1 + 31() )7 }

esitsizligi gecerlidir ki burada

1
2°‘+pk+%(ap + pkp + 1)

o1(k) = o(k)

=

dir.

Ispat. Lemma 4.2.1, Holder esitsizligi ve | /| nin konveksligi kullamlarak

+b
7(“5) [T pcnt® 4 T2, s a0

[jg a+b+w<fg)( )+ j,:a,%'b—w<
)

o) |
< | [T ([ o mluts - arlaiis) £ oa
e [ ([ 0o Falwto = itors) oy
< [T 6o mtnte - rlate| 7o

/b (b— s)* " F2 (b — s)]g(s)ds| | (1) dt

b
<.
a+b
2

B /M /at a lig a+pka)pk9(s)d3 "()]dt
+/i” /t " 1,;0 oHl—)p_kS) g(s)ds| |f'(t)|dt

- aa;b Oz—|—p];{: /t —a)* g (s)ds| | f'(t)]dt
+/ 2 a+pk/b — )R g(s)ds| | ()]s

29

(4.2.7)



IN

IA

IN

T oWl
/a (Zf(aﬂ)k)

[

— _o(B)w*
1191110, 221 00
fa, %570, kZ:OF(oz—i-pk)

Rt [
Iollenoed 3 Fo s o ( /
= o(k)|w|* bol(b — )tk
+Z I'(a+ pk) (/m (a+ pk)
= o(k)|wl|* S (¢ — q)letokp z =n :
11911 (a.b],00 {Z F(Ef:’_ p’k:) (/a %dt) (/a |ff<t)|th>
0 O'(l{) w’k b (b _ t)(oz—i—pk)p % b )
+Z ['(a + pk) (/a;b (o + pk)P dt) (/wbu(t)l

—a)*"P"g(s)ds

fo-
[

s)* P 1g(s)d

5 ) ()

t
/ (s — a)*""1ds
b t
/ / (b o S)a+pk—1d8
atb | Jp

a+b t
/ (8 . a)a+pk—1d8
a

a+b

hSAl

(8 _ a)a—i—pk t

(a + pk)

a

P
dt)

b

2

k=0

= o(k)ul’
||g||[a,b],oo{ >

If) ap+pkp+1

(t o a)ap+pkp+1
( ap + pkp + 1

- Rlw* (-
ZZ%F (@t pk+ 1)

1

b >p</b |

atb a+b
2 2

) |f/(#)ldt

dt

If’(t)ldt>
|f’(t)ldt>

dt)p ( /[ |f’(t)|th)
b \E/
dt) ( N |f’(t)|th>

Q|-

( / - f’(t)th>;

b N/ :
dt) ( N If’(t)|th> }

)

+b

) ( [ f’(t)th);
f’(t)|"dt> % }

=

= o(k)ul*
||g||[a,b],oo{ P Ty

k=0

+

(b o a)ap—i—pkp-‘rl
(2“P+Pkp+1(ozp + pkp +1

hE

T(a + pk + 1)

B
Il

0

o(k)[wl* ( (b—

ORMa )); ( / |f’(t)|th) q }

20ptPkrtl(ap + pkp + 1

))’1’ ( / - |f’(t)|th>

o o(B)|wl*
||g||a, ,00
a2 kz:%r(amk:“)

(b o a)a+pk+l
245 (ap + pkp + 1)

— o(k)|w/* (b
+Z F(Oz + pk’ + 1) <2a+pk+

k=0
g1l a.00 (b — @)* T FTL L[] (

) {<3lf’(a)|q; |f'<b>|q)i .

) ( / - If’(t)th>;

- a)a+pk+f b ) . %
v (ap + pkp + 1);') </§b S dt) }

b—a)f]

(|f’(a)\q - 3rf'<b>|q)3}
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yazilir. Burada

a+b a+b
2

ord < o [ = 0lf @I+ - a)lf o)) d

311 (a)|” + | (b)]
8

= (b—a)

ve

[Lrora < = [ o-oir@r+ e - alropa
@l + 350l

= (b—a) 3

oldugu kullanilmigtir. Boylece (4.2.7) esitsizligi elde edilmis olur.
Sonug 4.2.4 Eger Teorem 4.2.3" da ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.2.7) esitsizligi
(3.1.9) esitsizligine indirgenir.

Lemma 4.2.2 g : [a,b] — R integrallenebilir, "T“’ noktasina gore simetrik bir fonkiyon

ve a < b ise bu takdirde o« > 0 olmak tizere

1
jpcfoz,a-l—;wg(b) - jp?a,b—;wg<a) - 5 [jpa,a,a—&-;wg(b) + j;a,b—;wg(a)}

esitligi gecerlidir.

Ispat. g, “? noktasina gore simetrik oldugundan Vz € [a,b] i¢in g (a +b—z) = g ()

dir. Buradan, agagidaki integralde z = tb + (1 — t)a degisken degisikligi yapilarak

T erng(®) = / (b— )2 7 fw(b — x)]g(x)dx
b
= / (t —a)* ' F7 Jw(t — a)lgla + b —t)dt

= / (t — a)afl}";a [w(t — a)?]g(t)dt
= jpcfa,b—;wg(a)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.2.3 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f' € Lla,b] olsun. g : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir ve 2* noktasma gore
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simetrik ise a > 0 olmak tizere kesirli integraller icin

(f(@)+f(b)
2

) [Tt (®) Tt (@] = [T (FIB) + T F)(0)]
= / {/ (b— s)o‘_lf;”a [w(b — s)Pg(s)ds — /t (s — a)a_lf;a [w(s — a)p]g(s)ds] 1 (t)dt
esitligi gecerlidir.
ispat.
b t b
/ { / (b— s)* L F2 [u(b — $)7]g(s)ds — / (5 — @) F7 (s — a)ﬂ]g(s)ds] F(tydt

integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun i¢in

ko= [ ][ o-ortme - s
- [ ar s - alsias] o

= [ ([ o=z o -spisas) roa

i /ab (‘ /t b(s —a)* F L Jw(s — a)p]g(s)ds) F(t)dt
= Ki+ K>

olarak yazalim. Buradan Lemma 4.2.2 kullanilarak kismi integrasyon ile

K,

( [ AT smg(s)ds) 0

( / (b— ) F7 w(b— s>ﬂ]g<s>ds) £(b) - / (b— 1) F (b — 1)°)(fg) (1)t
(b)jp o a+'wg(b) - jpa,.a,a—i-;w(fg) (b)

O () + T @] — Tl F)E

b b
- / (b— 1 7 [w(b — 1))g(6) £ (1)t

|
\ ~

bulunur ve benzer gekilde

K
B ( / 5= <s—a>p}g<s>ds) 0

b
/ Y LES s — amg(s)ds) fla) = [ (0= a1 Ffule — aPl(o) 0

(a) ab— wg() paab w(fg)(a’)

= ( [jpaa a+; wg( ) + jp,a,b—;wg(a)} - jpfa,b—;w(fg)(a)

b

= [ @ E e - aPlgo s @)

a

I
PPN

\
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bulunur. Boylece

N <f(a) —Qi_ f(b)) [jpa,a,a—&-;wg(b) + jpfoc,b—;wgm)] B [ p?a,a-&-;w(fg) (b) + Pavo‘vb_?“’(fg) (a)}

yazilir ve ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.4 f : [ C R — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f' € Lla,b] olsun. |f'|, [a,b] araliginda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve % noktasina

gore simetrik bir fonksiyon ise a > 0 olmak iizere kesirli integraller i¢in

‘ (M) [jpfa,a—&-;wg(b) + jpfa,b—;wg(a)] o [jﬂ(faﬂ-*-;w(fg) (b) + jfiavb_?w(fg)(aﬂ

< lglloo(b = @) F7 8 [Iwl (b — @)’ [ (@)] + [/ (B)]] (4.2.8)

esitsizligi gecerlidir ki burada

1 1
o1(k) := o(k) (o + pk)(a+ pk + 1) <1 B W)

seklindedir.

ispat. Lemma 4.2.3" den

(4.2.9)

)[cc;@+mg<w-+;c;¢_mg<aﬂ-—[ ;;@+mxfgxb>+—Jz;ﬁ_m«fgxaﬂ\

‘(f(&);rf(b)

b pt b
a—1 o a—1 o
< /a /a (b— )" F7alw(b—s)"lg(s)ds — /t (s —a)* F7[w(s — a)’lg(s)ds| | f'(t)]dt
yazilir. |f’|, [a,b] arahginda konveks oldugundan t € [a, b] olmak {izere
701 = |7 (et 1) | < p @]+ sl ) (4.2.10)
B b—a b—a /| " b—a b—a o
dir ve g : [a,b] — R, % noktasma gore simetrik oldugundan

/t (s — a)o"l}"g,a[w(s —a)’lg(s)ds = /a ) (b— s)“’lf;a[w(b —s)lgla+ b — s)ds

- / (b 8) T g o [w(b — s)Plg(s)ds
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yazilir. Dolayisiyla

olur.

IN

IN

/ (b — s)a_lf;a [w(b — s)Pg(s)ds — /t (s — a)o‘_lfg’a[w(s —a)’]g(s)ds

/ta (b $)*LF w(b — 5)7)g(s)ds
{ ta+b—t ‘(b — S)O‘—lffj"a[w(b s)P |ds te [ a+b]

IN

(4.2.11)
Sl [0 = ) Fg Jw(b — 5)lg(s)| ds, € [2£2,0]

2

Boylece (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11)" den

(P [7a0) T 1) = (i 190 + Tl )]

/a : </ta+bt|(b—s)“1f” (b~ 5)°) \ds> (H|f’(a>|+ Z:Z|f’(b)|> "
* | (b= 5y 7 fw(b — 5)°lg(s)] ds ) (L1 ()] + L2170 ) it
/ (/“+b—t ><b a b—a

2

a+b

lgllss | [ et w1 [~ o(k)|w] ,
bg_a{/ (/t (b—s) ( F(pk+a)(b—s)kds)>

< [(b=t)[f (@) + (t —a)| f(b)]] dt

’ ! -1 = a(k‘)|w|k ok
S (Lo (SRt -ora))
x [(b=0)[f (@) + (t = a)| f(D)]] dt}

LS ) 2
+

[(b—t)lf’ t—a)lf' (b)) dt

> (/ﬁ o)

2

x[(b=1)[f" (@)l + (t = a)|F'(B)]] dt}

ol [ [ = o(R)|w]*
m{/a %m[(b—ﬂ = (t—a)*"]
x[(b=)|f(a)] + (¢t —a)| f(b)]] dt

+/l+b F(o(k)|w| 3 [t — @) (b — t)a+pk]

atb £~ pk + a +

< [(b=0)[f'(a)| + (£ = a)| f'(B)]] dt}

34



XM} (4.2.12)

yazilir. Burada

a+pk —(t— a)a-l-pk] (b—t)dt (4.2.13)

@)t — (b — t)*T*] (t — a)dt

\@\

b a+pk+2 1 e
- ( 2 ) (o4 pk + 1) (o + pk + 2) (22752 = 1)(a + pk +1) — (o + pk + 3)]
/az [(b — t)0‘+pk —(t— a)a+pk] (t — a)dt (4.2.14)
= /ib [(t—a)*?% — (b —t)*™*] (b—t)dt
b—a a-+pk+2 1 .
- (T> G T i) (77— 2at P+ 2)

oldugu kolayca goriilebilir. (4.2.13) ve (4.2.14), (4.2.12)" de yerine yazilirsa istenilen

esitsizlik elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.2.5 Teorem 4.2.4" de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segcilirse, (4.2.8) esitsizligi,
Teorem 3.1.3” deki (3.1.3) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.5 f : [ C R — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

a+b

f' € Lia,b] olsun. Eger [f'|?, [a,b] arahginda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve %3

noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise a > 0, % + é = 1 ve ¢ > 1 olmak tizere kesirli

integraller i¢in

‘ (f(a) ;_ f(b)) [jpava,a-&-;wg(b) + jﬂia,b—;wg(a)} - [jpava,a-&-;w(fg) (b) + j/:avb_?w(fg)(a)}
2lollocd = 2oy i aye] (H @O
A el —ap) (RO 4215
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esitsizligi gecerlidir ki burada

1 1
o1(k) := o(k) (v + pk)(a+ pk + 1) <1 B W)

seklindedir.

Ispat. Lemma 4.2.3, Holder esitsizligi, (4.2.11) esitsizligi ve |f|2’ nin konveksligi kul-

lanilarak

‘(M) [T a0 ) + Tep-09(@)] = [T nariw(F9)B) + Tonp(f9)(a)]
(/ |

0

)’

ds) a

i /b ( / +b (b — ) FG [w(b — $)7)g(s)] ds) dt] o
[ [ ey |ds) £/

i /b ( / :b_ (b= $)* L7 Jw(b - 5)°]g !ds) Ve |th]

IA

a+b—t
/ (b— 5 7 fw(b — )7]g(s)ds

a+b— t

)" Fpalw(b = 5)]g(s)ds

IN

a+b—t
/t (b— )72 [w(b - 5)]g(s)

Q|

e PR
: /; ki;o Fa((pk/;)tUZ) (/:—b—t(b B 5>a+pk1d5> dt} E
X /a : g I‘U((p]?&l}g) (/ta+b_t(b — S)a+pk—1ds) (b= )| f(a)|? + (t — a)| f'(b)]7] dt
¥ i s ([, o srmemas) 0= oir@p+ - alg o dt] |

yazilir. Burada
a+b b

a7 a+b—t t
/ ( / (b— s)a+pk_1ds) dt + / ( / (b — s)‘“’pk_lds) dt
a t ‘ZTH’ a+b—t

_2(b—a)rek! [1_ 1}

(a+ pk)(a+ pk +1) 20k

(4.2.17)
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oldugu kolayca goriilebilir. Boéylece (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.17), (4.2.16)" de yerine

yazilirsa istenilen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.6 Teorem 4.2.5" de 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.2.15) esitsizligi,
Teorem 3.1.4" deki (3.1.4) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.6 f : [ C R — R, I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f' € Lla,b] olsun. Eger |f'|?, [a,b] arahginda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve %

noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise a > 0, % + é =1 ve ¢ > 1 olmak tizere kesirli
integraller icin

‘(f(a)Jrf(b)

2 ) [jpfa,a+;wg(b) + jpc,ra,bf;wg(a)] - [ p,0,a+; w(fg)( ) + jpcfa,bf;w<fg)(a)}

< Nl = 7z o - ay] (OO0 (1:215)

esitsizligi gecerlidir ki burada

1 2 1 »
k) :=o(k 11—
o1(k) = o )a—i-pk {(a—i—pk)p—i—l < 2(a+Pk)P)]
seklindedir.

Ispat. Lemma 4.2.3, Holder esitsizligi, (4.2.11) esitsizligi ve |f’|?” nin konveksligi kul-
lanmlarak

‘(f(a)Jrf(b)

2 ) [jpa,a,a—‘r;wg(b) + jpfa,b—;wg(a)] - [jpa,a,a+;w(fg) (b) + jpfa,b—;w(fg)(a)} ‘

/a b ( / t(b — ) T F [w(b — s5)’lg(s)ds — /t b(s —a)* ' F7 lw(s — a)p]g(s)ds) f’(t)dt'

b
< /
a

[ b= F = slgteds = [ (s = e s = ala(s)ds| | )

-/ i B [ oy s - i D [ — a1 )
< [ m LI [0 sy tgtsyis = [ - yts)as| 170
- fj;’((j)—% L1 o srga 1o
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IN

)|wl*
o3 el

x{( / U e /b — )T (b — p)etek)? dt)

([ (i =4 }

= o(k)|w|*(b — a)*
= lglloo(b — a)**!
; I'(a+ pk+1)

x{ (/0; [(1—¢)>teh —gotek]P g 4 /21 [t P — (1 — t)‘“P’“}pdt)
x (|f’(a)|q ' |f’<b>|q)3 }

19/l (b — @) (F7 L [[wl(b — a)"])

S

[

RS

IN

(1_ 1 )i(u'(a)ruu'(b)\q)i
2(a+pk)p 2

yazilir ki burada

1
/ ’ [(1 — t)(atrb)p _ t(a+pk’)p] dt = / (a+pk — t)(a+pk)p} dt
0

1 (%) a+pk p+1 (%) OH-pk‘ p+1

(o + pk)p+1
oldugu kolayca goriiliir. Daha sonra A > B > 0 ve ¢ > 1 iken
(A—B)1 < A?— B,
oldugundan ¢ € [0, %] icin

[(1 _ t)onrpk _ toz+pk]p < (1 _ t)(a+p)p — tlatp)p

vet e [%, 1]
[ta+pk —(1- t)onrpk]p < tlato)p (1-— t)(a+p)p

oldugu gozoniine alinmahdir. Boylece (4.2.18) esitsizligi ispatlanmig olur.

Sonug 4.2.7 Teorem 4.2.6" de 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.2.18) esitsizligi,
Teorem 3.1.5” deki (3.1.5) esitsizligine indirgenir.
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4.3 Genellestirilmis Kesirli integralleri igeren Farkli Konveks
Fonksiyonlarin Carpimi icin Hermite-Hadamard Tipli Esit-

sizlikler

Bu boliimde ilk olarak (4.1.2) ve (4.1.3)" daki kesirli integral operatorlerini igeren konveks
ve s-konveks fonksiyonlarin ¢arpimi icin genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlik

verilecektir.

Teorem 4.3.1 a < b, a,b € [0,00) olmak iizere f, g : [a,b] — R tamimh fonksiyonlar ve
f, g € Lla,b] olsun. Ayrica [a, b] tizerinde f konveks ve s € (0, 1] igin g, s-konveks olsun.
a,p € RY we RS ve M(a,b) ile N(a,b) (3.2.2)" deki gibi olmak iizere

1
o s b T b
(b - CL)O‘ [( p,a,aJr,w)(fg( )) + (jp,a,bf,w)(fg(a’))} (431)
< M(a,b) F, [w(b — a)’] + N(a,b) F72, [w(b — a)”]
esitsizligi gecerlidir ki burada
1
o1(k) = o(k) <a+pk+ ] +B(a+pk,s+2))
ve
1
oo (k) := o (k) (B(oz—l—pk:—i— Ls+1)+ 0T pht ot htst 1))
dir.
ispat. f ve ¢’ nin tamimlarindan, n € [0, 1] i¢in
fma+ (1 —=nb) <nf(a)+(1—n)fb) (4.3.2)
ve
g(na+ (1 —n)b) < ng(a) + (1 —n)°g(b) (4.3.3)

yazilir. Burada her bir terimin negatif olmadigl gozoniine alinarak (4.3.2) ve (4.3.3)
esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa n € [0, 1] i¢in,

f(ma+ (1 =mn)b)g(na + (1 —n)b)

(4.3.4)
< fla)g(a) + (1 —=n)*T f(b)g(b) + n(1 —n)°f(a)g(b) + (1 —n)n’ f(b)g(a)
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yazilir. Benzer sekilde

f((L=mn)a+nb)g((1 —n)a +nb) (43.5)
< (=) fla)gla) + 0 F()g(v) + (1= mn*f(@)g(®) +n(1 = n)*f(B)g(a)
yazilir. (4.3.4) ve (4.3.5) taraf tarafa toplanirsa
fna+ (1 =n)b)g(na+ (1 —n)b) + f((1 —n)a+nb)g((1 —n)a+ nb) (43.6)

<+ 1 =0} M(a,b) + {n(1 —n)* + (L —n)n°} N(a,b),

elde edilir. (4.3.6) esitsizliginin her iki tarafi 7' F7 [w(b — a)’n?] ile carpihp [0, 1]

tizerinde 1’ ye gore integre edilirse
‘Cl (CM, g, p, "LU) + ‘62(04’ g, p, w) <R (Oé, g,p, W, 5) + Rg(Oé, g, p,w, 3) (437>
elde edilir ki burada

Li(a,0,p,w) = /0 0 T w(b — a)’n’) f(na + (1 —n)b)g(na + (1 —n)b) dn,

Ly(a, 0, p,w) = /0 1 Fg Jlw(b — a)’n?1 f((1 = n)a+nb)g((1 — n)a + nb) dn,
Rl(aa g, p,w, S) = M(CL, b) \/0 na_l‘/__:g,a[w(b - a)pnp] {778+1 + (1 - 77)5+1} d77,

Ra(o, 0. pw, s) = N(a,b) / 0PV [ — a)nf] (oL — ) + (1—n)’} di

seklindedir. £4(a, 0, p,w) ve Lo(a, 0, p, w)’ de sirasiyla u = na+(1—n)bvev = (1—n)a+nb
degisken degisiklikleri yapilarak, (4.1.2) ve (4.1.3) kullanilarak

51(04,0', Ps U)) + £2<aa07 Ps w)

b
o | O L b= 0] f(u)g() du
b (4.3.8)
o | @m0 F e = o) ) o
= e (T 00 + (T ) o(@)}
elde edilir. (4.1.1) kullanilarak
Ry(o, 0, pr 1w, 5) Z o OH_pk))P /0 na+pk—1 {T]s—l—l +(1— ,'7)5+1} dn

k=0
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yazilir. Tanim 2.5.2” den

1
/ 77oz-i—pk—l {,'75+1 + (1 . 77)8+1} d77
0

1

1
— + a+pk—1 1— s+1d
a+pk+s+1 /0 g (1=mn) g

1
= B k 2
a+pk+8+1+ (a+ pk,s+2)

elde edilir. Boylece (4.1.1)" e gore

Ri(a,0,p,w,5) = M(a,b) F", [w(b — a)’] (4.3.9)
elde edilir. Benzer gekilde

Ra(a, 0, p,w,s) = N(a,b) F72, [w(b — a)”] (4.3.10)
bulunur. (4.3.7)" de (4.3.8), (4.3.9) ve (4.3.10) yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.1’de 0(0) = 1 ve w = 0 segilirse, (4.3.1) esitsizligi (3.2.4)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.3.2 a < b, a,b € [0,00) olmak iizere f,g : [a,b] — R tammh fonksiyonlar
ve f, g, fg € Lla,b] olsun. Ayrica f ve g, [a,b] lizerinde sirasiyla sq, so € (0,1] igin
si-konveks ve sy-konveks fonksiyonlar olsun. Bu taktirde o, p € RT, w € RS ve M(a,b)

ile N(a,b) (3.2.2)" deki gibi olmak iizere

(b _1a)a {( aatw) (f9(D)) + (jpfa,bf;w)(fg(a))}

< M(a,b)F [w(b —a)’] + N(a,b)F7% [w(b — a)’],

(4.3.11)

esitsizligi gecerlidir ki burada

1
o+ pk + 51+ so

o3(k) = cr(k){ +B(a+pk,sl—l—52+1)}

ve

o4(k) = o (k) {B(a + pk + 51,82 + 1) + B(a + pk + 52,81 + 1)}

seklindedir.
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ispat. f ve ¢’ nin tamimlarindan, n € [0, 1] i¢in

f(ma+ (1 —=mn)b) <n f(a) + (1 —n)™ f(b) (4.3.12)

g(na+ (1 —=n)b) <n*g(a) + (1 —n)*2g(b) (4.3.13)

yazilir. Burada her bir terimin negatif olmadig1 gézoniine alinarak (4.3.12) ve (4.3.13)

taraf tarafa carpilirsa n € [0, 1] igin

fa+ (1 =mnb)gna+ (1-mdb) < n"*2f(a)g(a) + (1 —n)""2f(b)g(b) (4.3.14)
17 (L= n)* fa)g(b) + (L —n)*n* f(b)g(a)

yazilir. Benzer sekilde

F((L=n)a+nb)g((1 —=n)a+nb) < (1—n)""2f(a)g(a) +n""2f(b)g(b) (4.3.15)
+(1 =n)"n*f(a)g(d) +n* (1 —n)*f(b)g(a)

yazilir. (4.3.14) ve (4.3.15) taraf tarafa toplanirsa

fma+ (1 —=mn)b)gna+ (1 —n)b) + f((1 —n)a+nb)g((1 —n)a + nb)
< (T (=) T2) [fa)g(a) + f(b)g(b)]
+(n (L =n)" 4+ (1 —n)"n*) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] (4.3.16)

elde edilir. (4.3.16) esitsizliginin her iki tarafi n*~'F7 [w(b — a)?n?] ile arpilip [0, 1]

tizerinde 1’ ye gore integre edilirse

/0 1 F G w(b — a)’nf] f(na + (1 = n)b)g(na + (1 —n)b)dn

T / P FD (b — ) F(L - n)a -+ m)g((1 — m)a+ nb)dy

- () m o s 2

[ (558) Falut—ar s
= (b —1a)a [(j:,a,a—&-;w)(fg(b)) + (jpfa,b—;w)(fg(a))}
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IN

[f(a)g(a) + f(b)g(b)] /O N [w(b = a)n’) (02 + (1 =)™ 2 dn
+[f(@)g(b) + f(B)g(a)] /0 0" Falw(b = a)nf) (g (1 =) + (1= n)*n2)dn

= U b — a)pk / +pk—1 1+82
— [o' s1+s + (1 — 51+82 d
kE TR " (n (L—=mn)™*=2)dn

+N(a,0) )

= o(k)w*(b— a)* /1 b1
n” (1 —n)” + (1 —n)*n>)dn
2" T+ o) i (n°*( )* + ( )¥'n*?)

= M(@ ) [w(b - )] + N(a, ) F7 [w(b - )’

elde edilir. Burada

1
1
a+pk—1 S1+582 81452 _
+ (1 - dn = + B(a+ pk,s; +s2+ 1
/077 (n (1 —n)™*2)dn P —— (a+ pk, s1+ 524 1)

ve
1
/ N E @ (1 =)+ (L =n)**2)dn = B(a+pk+ 51,55+ 1) + B+ pk + 52,51 +1)
0

dir. Boylece

G (T F90) + (s ) f9(a)]

< M(a,b)F7}, [w(b—a)’]+ N(a,b)F72 [w(b—a)’].
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.2’ nin sartlar altinda s; = sy = 1 olarak alimirsa o, p € RT,

w € Ry ve M(a,b) ile N(a,b) (3.2.2) deki gibi olmak iizere

T (T F90) + (Tas ) Fole))}

< M(a,b)F5 [w(b — a)’] + N(a,b)F%, [w(b — a)f]

(4.3.17)

esitsizligi elde edilir ki burada

2 2 1
k) :=o(k -
73(k) U()(a+pk+2 a+pk+1+a+0k>’

20(k)

oo(k) = (a+ pk+ 1)(a+ pk + 2)

seklindedir.

Sonug 4.3.2 Teorem 4.3.2" de 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.3.11) esitsizligi
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(3.2.10) esitsizligine indirgenir. Sonug 4.3.1° de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse,
(4.3.17) esitsizligi (3.2.1) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.3.3 a < b, a,b € [0,00) olmak iizere f,g : [a,b] — Ry tammh fonksiyonlar ve
fg € Lla,b] olsun. Ayrica [a,b] lizerinde f konveks ve s € (0,1] igin g, s-konveks olsun.
a,p € RT, we RS ve M(a,b) ile N(a,b) (3.2.2)" deki gibi olmak {izere

217 (57 o (*57) Fratwto -
S ﬁ{< Paa—l—w)(fg( )) ( p,00,b— w)(fg( ))} (4318>
+ M(a,b)F2 [w(b — a)’] + N(a,b)F7L [w(b — a)’]

esitsizligi gecerlidir ki burada oy ve o9 Teorem 4.3.1 gibidir ve

o(k)

o7(k) = a+ pk

seklindedir.

Ispat. (3.2.17) esitsizliginin her iki tarafi n°~ LF7 Jw(b—a)Pn] ile garpilip [0, 1] fizerinde

1’ ye gore integre edilirse

() () [ matuto— a

et | | b= )+ (L= gt + (1= )ty

IN

b [ - PP k) + (1 = e+ i)
by { M) [ b= Pl -+ (=l

+N(a,b) /0 N lw(b = a) ] [(1—n)™" + nSHJdU}

- 231+1 Ub (2:2‘)“—1;;a [w(b — u)’] f(u)g(u>acz_ub
' /ab <Z - Z)a_l Foalw(v—a)’] f(v)g(v)bd_va}

o {M a_lf,‘f,a [w(b —a) ’)n(1 —n)* + (1 —n)n*ldn

1 N(a,b) / - 1?[ (b—a)”n”][(l—n)s+1+ns+1]dn}
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elde edilir. Yani

f (“;b) g ('2”)) Fyrw(b —ay

S 23+1m [( paa+w)<fg( )) ( pfa,b—;w)(fg(a))}

b M@0) [ F o - Pl = 0y + (=

N@8) [ - o -t 773“](177}

dir.
1
| =+ (@ =yl
0
1
— Blatpk+1,s+1)+
(a+p s+1) (o + pk + s)(a+ pk + s+ 1)
ve
! 1 +1 +1d B k 9 1
(1 — )t Y dy = B(a+ ph, s+ 2) +
/On [(1—n) n*"ldn = Bla+ pk, s +2) P —

oldugu ve (4.1.1) gbzoniine alinirsa

(45157 i

< o (Taaa) (90 + (Tfas-0)(F9(0)]

M(a,b)F][w(b — a)’] + N(a,b)F72[wb — a)’]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.2 Teorem 4.3.3" nin sartlar1 altinda s = 1 olarak alinirsa a, p € RT, w € RY
M(a,b) ve N(a,b) (3.2.2)" deki gibi olmak tizere

17 (5 )0 (“57) F oo -

€ e AT ) 90D + () Tl (4319
+ M(a,b)F2 [w(b — a)?] + N(a,b)F2, [w(b — a)*]

esitsizligi elde edilir ki burada o5 ve og Sonug 4.3.17 deki gibi ve o; Teorem 4.3.3” deki
gibidir.

Sonug 4.3.3 Teorem 4.3.3" de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, (4.3.18) esitsizligi
(3.2.16) esitsizligine indirgenir. Sonug 4.3.2’ de ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse,
(4.3.19) esitsizligi (3.2.3) esitsizligine indirgenir.
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5. TARTISMA ve SONUC

(Caligmanin ana bolimiini olusturan dordiinci boliimde, ilk olarak konveks fonksiyon-
lar icin Holder ve power mean esitsizlikleri kullanilarak genellestirilmis kesirli integralleri
iceren yeni Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler ve genellestirmeler elde edilmistir.
Daha sonra genellestirilmig kesirli integralleri iceren konveks ve s-konveks fonksiyonlarin
carpimi i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Bulunan sonuglarin baz
ozel halleri literatiirde mevcut 6nceki caligmalarda verilen sonuclar: kapsamaktadir. Elde
edilen bu yeni sonuglar ii¢ farkli makale olarak hazirlanmigtir. Bu makalelerden bir-
incisi “On Generalization of Fejér type Inequalities via Fractional Integral Operator”
baslikli caligma altinda “International Conference on Advances in Natural and Applied
Sciences (ICANAS 2017)” isimli uluslararasi konferansta sozlii bildiri olarak sunulmug
olup “Filomat” isimli SCI-Expanded kapsamli dergide yayina kabul edilmig, ikincisi “On
Generalizations Related to The Left Side of Fejér’s Inequality via Fractional Integral
Operator” baghkl calisma altinda “International Conference on Mathematics and En-
gineering (ICOME 2017)” isimli uluslararasi konferansta sozli bildiri olarak sunulmus
olup “Miskolc Mathematical Notes” isimli SCI-Expanded kapsamli dergide yayina kabul
edilmistir. Son olarak genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla iki fonksiyonun ¢arpimi
icin elde edilen yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler “New Hermite-Hadamard Type
Inequalities for Product of Different Convex Functions Involving Certain Fractional Integ-
ral Operators” baglikli caligma altinda “International Conference on Mathematics and
Engineering (ICOME 2017)” isimli uluslararas: konferansta soézlii bildiri olarak sunulmug
olup “Journal of Mathematics and Computer Science (JMCS)” isimli ESCI kapsamh
dergide yayina kabul edilmigtir.

Bu tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglarda kullanilan genellestirilmis kesirli integral ope-
ratori yardimiyla Riemann-Liouville kesirli integralleri icin literatiirde var olan Hermite-
Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Griiss, Simpson tipli sonuglarin yeni

genellegtirmeleri elde edilebilir.
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