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ABSTRACT

ON SOME INTEGRAL INEQUALITIES OF THE HERMITE-HADAMARD TYPE
FOR (a,m)--CONVEX FUNCTIONS
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Department of Mathematics, 2019
MSc. Thesis, 90p.

Supervisor: Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of four chapters. In the first chapter it is given an introduction historical
development on inequalities theory. It is given some definitions and theorems which are used
in this thesis in the second chapter. In the third chapter, it is given (a,m)- convex functions and

some inequalities for (a,m)- convex functions. It is given results and propositions in the fourth
chapter.
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1. GIRIS

Giliniimiizde matematige ait tanim veya kavramlarin bir¢ogu matematik disinda diger
bilim dallarinda da siklikla kullanilmaktadir. Bunlardan birkagimna 6rnek verecek
olursak; fizik¢iler tiirev kavramindan yararlanarak hiz ve ivmeyi bulabilmektedirler,
hiz ivmenin zamana gore integrali oldugundan integralden yararlanarak hiz
bulabilmektedirler, diferansiyel denklemler sayesinde 1s1 iletim problemlerini
cOzebilmektedirler. Benzer 6rnekler miihendislikte ve diger baska bilim alanlarinda da

karsimiza siklikla ¢ikmaktadir.

Matematiksel bir tanim olan konveksligin glinimiizde olduk¢a yaygin kullanildigi
alanlar vardir. Ne anlama geldigini bilsin veya bilmesin, nasil bir sekil veya cisim
oldugunu gorsiin veya gormesin, insanlar hayatlar1 boyunca konveks (disbiikey) ve
konkav (icbiikey) sekillerle veya cisimlerle her zaman karsilagsmislardir ve bunlar
yasamlart boyunca giinliik islerinde, teknolojide, sanatta, tipta, miizikte, fizikte,
optimizasyonda, matematiksel programlamada, denge probleminde, miihendislikte ve
diger bilimsel alanlarda bir sekilde mutlaka kullanmiglardir. Yani konvekslik bir

sekilde hayatimizda yer almistir ve almaya da devam edecektir.

Kisaca hatirlatmak gerekirse, icerdigi herhangi iki noktay: birlestiren dogru pargasi
tizerinde bulunan tiim noktalar1 da igeren kiimeler konveks kiimelerdir. Bu kisa

hatirlatmay1 yaptiktan sonra devam etmek daha yararli olacaktir.

Egitim 0gretim hayatimiza baktigimiz zaman konveks, konkav tanimi ve 6rnekleri ile
ilk olarak lise yillarimizda ve tiniversitede okudugumuz yillarda Genel Matematik ya
da Analiz derslerinde karsilastigimizi goriiriiz. Bunu biraz daha aciklamak i¢in o
yillarda tlirev konusunu 6grendikten sonra grafik ¢iziminin nasil yapildigini tekrar
hatirlayalim: Verilen bir fonksiyonun grafigini ¢izebilmek igin asagidaki temel
adimlar uygulanir. Sunu belirtelim ki burada bahsedilen adimlar, her tiirlii fonksiyonun
grafigini el yordamiyla ¢izmek icin genel sartlar1 icerir. Ancak fonksiyonlarin
grafiklerini ¢izmek icin ¢esitli bilgisayar programlari ve matematik yazilimlari da

kullanilabilir.

i) Fonksiyonun tanim kiimesi bulunur. Bulunan tanim kiimesi fonksiyonun grafigi
cizilirken dikkate alinir.

i) Fonksiyon periyodik bir fonksiyon ise periyodu bulunur.



Iil) Varsa yatay, diisey, egik ve egri asimptotlari bulunur.

Iv) Eksenleri kestigi noktalar bulunur.

V) Fonksiyonun birinci tiirevi alinir. Ekstremum noktalar1 bulunur. Maksimum ve
minimum oldugu yerler ile artan ve azalan oldugu araliklar belirlenir.

vi) Fonksiyonun ikinci tiirevi alinarak biikiim (doniim) noktasi varsa bulunur.

vii) Fonksiyonun birinci ve ikinci tlirevine gore isaret tablosu yapilarak grafigin artan
azalan oldugu araliklar ile digbiikey ve igblikey (konveks ve konkav) araliklar
bulunur.

viii) Biitiin bu veriler 1518inda fonksiyonun grafigi ¢izilir.

Bu hatirlatma ile konveks ve konkav kavramlarini ilk kez ciddi anlamda grafik
¢iziminde gordiigiimiizii hatirlamis oluyoruz. Grafik ¢iziminin disinda yine hem lise
hem de tiiniversite yillarimizda matematik ile ilgili derslerimizde hatta 6zellikle

geometride konveks (disbiikey) ve konkav (i¢biikey) drnekler ile de karsilasiyoruz.

Bir diizlemde birbirinden farkli ve herhangi ti¢ii dogrusal olmayan noktayi ikiser ikiser
birlestiren dogru parcalarinin olusturdugu kapali sekillere cokgen denildigini
biliyoruz. Bir ¢okgenin bazi kenar dogrulari ¢okgeni kesiyorsa bu tiir cokgenlere
icbiikey (konkav) cokgen, kenar dogrularinin hicbiri, ¢okgeni kesmiyorsa bu

cokgenlere digbiikey (konveks) ¢okgen denir.

= L
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Sekil 1.2. Digbiikey (Konveks) Cokgenler




Konveks ve konkav kavramlari giinliik hayatimizda matematik diginda bagka nerelerde
ya da hangi bilim dallarinda karsimiza ¢ikar? Bu soruya cevap vererek ayni zamanda
konveksligin diger bilim dallarinda ne kadar 6nemli bir yere sahip oldugunu ve

insanliga ne kadar yararli oldugunu da ortaya koymus olacagiz.

1. Giizel Sanatlarda konvekslik kavramm karsimiza cikmaktadir: Giizel
Sanatlar ile ugrasan 6grenciler veya sanatkarlar konvekslik ve konkavlik ile Ogrenme
Kontrolii ve Incelik hakkinda ¢alismalar yapmaktadirlar. Bu ¢calismalarda, grencilere,
konveks veya konkav formdaki baskin, alt hakim ve alt elementler arasindaki ince
iligkileri incelemeye yogunlasmalar1 istenir. Dikkatlice eksenel, diizlemsel ve
yapilandirma egrilerini olusturarak, yiizey gerilimi, hacimsel hareket ve hiyerarsik

iligkilerle uygulama yapmaya baslarlar.

Sekil 1.3. Giizel Sanatlarda Calisiimis Konkav ve Konveks Cisim Ornekleri

2. Finans matematiginde karsimiza konvekslik kavram c¢ikmaktadir: Fiyat
esnekliginin rakamsal dl¢iitii olarak kullanilmak tizere modifiye durasyon (diizeltilmis
stire) kavrami gelistirilmistir. Modifiye durasyon, pozisyonlarin faiz oranindaki
degisim karsisinda aldig1 yeni degerin bulunmasi amaciyla kullanilmaktadir. Durasyon
bir zaman 0Ol¢iitii iken, modifiye durasyon bir faiz hassasiyet Ol¢iitii olarak ortaya
cikmaktadir. Modifiye durasyon oldukc¢a yararli bir risk Ol¢iitii olmasina ve faiz
oranlarinda meydana gelen kii¢lik degisikler sonucu pozisyon deger degisimlerinde
oldukca hassas sonuclar vermesine karsin, 6zellikle faiz oranlarinda meydana gelen
bliyiik degisikliklerde hata pay1 yiiksektir. Fiyat getiri arasindaki konveks yapidan
kaynaklanan modifiye durasyonun var olan hata payi, faiz soku miktar1 biiyiidiikce

daha da artmaktadir. Bu olgunun sebebi durasyonun, vadenin konveks bir fonksiyonu



olmasindan kaynaklanmaktadir. Diger bir anlatimla, durasyon vade ile birlikte

artmakta ancak artis degerleri ayni olmamaktadir.
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Sekil 1.4. Konveks Durasyon -Vade Fonksiyonu

Faiz hassasiyetinin 6l¢timiinde modifiye durasyonun hata payinin azaltilmasi amaciyla
konveksite yaklasimi kullanilmaktadir. Konveksite, durasyonun degisim oranini
gosteren bir Olciittiir. Diger bir ifadeyle, durasyon, fiyatin faiz oranina gore birinci
tiirevi iken, konveksite ise ikinci tiirevdir. Konveksite degeri arti, eksi veya sifir

olabilmektedir.

3. Saghk alaminda karsimiza konvekslik kavramm ¢ikmaktadir: Siiphesiz
giiniimiizde en onemli yatirimlardan birisi de sagliga yapilan yatirimdir ve tiim
diinyada insan saglhigin1 daha miikemmel noktalara ulagtirmak i¢in bilim adamlar
stirekli caligmalar yapmaktadir ve yapmaya da devam edeceklerdir. Yapilan bu 6nemli
calismalardan birisi de gozlerinden rahatsiz olan insanlarin daha iy1 goérebilmelerini

saglamak i¢in kullanilan lenslerdir.

convex lens concave lens

Sekil 1.5. Konveks ve Konkav Lens

Bir lens, 15181 kirmak icin kullanilan seffaf kavisli bir cihazdir ve genellikle camdan
yapilir. Lensler i¢in iki farkli sekil vardir. Bunlara konveks ve konkav denir. Bu lensler
sayesinde insanlarin daha iyi gérmeleri ve yasam standartlarini yiikseltmeleri saglanir.

G0z doktorlar1 uzag goremeyen miyop hastalarina daha diisiik konkav numarali camli



okuma gozliigii, yakin1 géremeyen hipermetrop hastalarina ise daha gii¢lii konveks

camli okuma gozliikleri vermektedirler.

4. Fizikte karsimiza konvekslik kavram ¢ikmaktadir: Yansitici yiizeyi ¢ukur olan
aynalara ¢ukur ayna (konkav ayna = ig¢biikey ayna) denir. Cukur ayna, cisimlerin
goriintlilerini biiylitebilme ve gelen paralel 1s1nlar1 bir noktada toplayabilme 6zelligine
sahiptir. Dis hekimleri tarafindan kullanilir, Glines 1sinlarinin odaklanmasi (bir
noktada toplanmasi) saglanir. Bu sayede ¢ok yiiksek sicakliklar elde edilir. Teleskop
yapiminda kullanilir. Mikroskopta incelenecek cismin iizerine 151k diisiirmek icin

kullanilir.

Yansitici ylizeyi tiimsek olan aynalara tiimsek ayna (konveks ayna = dis biikey ayna)
denir. Tliimsek ayna, cisimlerin goriintiilerini kiigiiltebilme ve gelen paralel 1sinlari

dagitma 6zelligine sahiptir. Arabalarin yan aynalarinda, biiytiteclerde kullanilir.
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Sekil 1.6. Tiimsek (Konveks) Ayna ve Cukur (Konkav) Ayna

5. Endiistri alaninda karsimiza konvekslik kavrami ¢ikmaktadir: Ambalajlar ve
kaplamalar ¢esitli alanlarda ve ¢esitli kombinasyonlu yapilarda diistiniilmiistiir ve sabit
egrilik alanlarindaki, yani Oklid, kiiresel ve hiperbolik uzayda disbiikey gévdelerden
olusan paketlemeler ve kaplamalar ile ilgili problemlerle daima ilgilenilmistir. Kiire
bicimindeki toplarin ambalajlanmasi, ¢oklu paketleme ve kaplama, ucaklarda dairesel

paketleme ve dairesel kaplama vs. gibi konular bunlara 6rnek gosterilebilir

6. Biyoloji alaminda karsimiza konvekslik kavramm c¢ikmaktadir: Biyologlar

cokgenlerin konvekslik 6l¢limiinii kullanarak yaprak siniflandirmasi yapmaktadirlar

7. Giinliik yasantimizda karsimiza konvekslik kavrami ¢ikmaktadir: Giinlimiizde

evlerimizde, is yerlerimizde ve konser salonlarinda daha iyi ses iletimi i¢in akustik



tasarimlar uygulanmakta ve bu tasarimlarda sesi en aza indirmek ya da yiikseltmek

icin konvekslikten yararlanilarak tasarimlar yapilmaktadir.

8. insan anatomisinde karsimiza konvekslik kavram ¢ikmaktadir: Bir kisinin
yiizii kim oldugunun bir pargasidir. Insanlar birbirlerinin seklini yiiz sekliyle tanirlar.
Bunun i¢in insan yiizleri konvekslik ve konkavlik kavramlarindan yararlanarak bes
temel gruba ayrilmistir. Bunlar konveks, konkav, diizlem, konveks-konkav ve konkav-

konvekstir.
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Sekil 1.7. Insan Yiiziinde Konvekslik ve Konkavlik

Yukarida degisik bilim dallarindan vermis oldugumuz konvekslik ve konkavlik
ornekleri veya uygulamalar1 ¢ogaltilabilir. Konvekslik ile ilgili degisik uygulamalara,
astronomide, miihendislikte, endiistride, saglikta, miizikte termodinamikte,

cografyada ve optimizasyon teorisinde vs. siklikla rastlanmaktadir.

Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’ in iinlii = degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks seklin c¢evre
uzunlugunun onu c¢evreleyen diger bir seklin c¢evre uzunlugundan daha kiiciik

oldugunu 6nemle ifade etmistir.

Gergekte her zaman ve birgok yolla konvekslik kavramiyla karsilasiyoruz ve
deneyimliyoruz. Cok basit bir 6rnek olarak dik pozisyonda durdugumuzda agirlik
merkezimizin dik izdlisiimii ayagimizin kapladigi konveks alanin i¢inde kalir. Boylece
dengemizi saglayabilmekteyiz. Bununla beraber giinliikk hayatimizda konveksiligin
biiyiik etkileri vardir, O6rnegin endiistri, is, saglik ve sanat alanlarinda bir¢ok
uygulamasi vardir. Isbirliginin olmadig1 oyunlarin parasal kaynaklari ve adaleti en

uygun sekilde paylasimini yapma problemidir.

Konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularinin bir pargasidir, ¢linki

konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks bir kiimedir. Konveks fonksiyonlar



teorisi matematigin tiim alanlarina dokunan 6nemli bir teoridir. Konvekslik konusunu
gerektiren matematigin ilk konularindan birisi ¢izgisel analizdir. ikinci tiirev testi
konveksligin bulunmasinda bize sonucu veren giiclii bir aragtir. Optimizasyon ve
kontrol teorisinde bazi karisik problemlerden hareketle konveks fonksiyon teorisi,

sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin ¢aligma alanlarina genisletilmektedir.

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.
Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934°te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequelities” adli kitaptir (1952). Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan ve
bir¢ok yeni esitsizlikler ve uygulamalari igeren ilk kaynak kitaptir. E.F. Beckenbach
ve R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler tizerine elde
edilen bazi ilging sonuglari iceren “Inequalities” adli ikinci kitap yazilmistir.
Mitrinovi¢’ in 1970’ te yayinlanan “Analytic Inequalities” adli kitabi yukarida
bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular igerir. Son yillarda da S. S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap, makale ve monografi yazilmustir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. ylizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893’ te Hadamard’in ¢alismasinda agikga belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks
fonksiyonlarm ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’ in bu oncii ¢alismalarindan itibaren konveks
fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach ve
Bellman (1961) ve Mitrinovig (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar
igin esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almislardir. Sadece konveks fonksiyonlar
igin esitsizlikleri iceren ilk kaynak Pecaric (1987) tarafindan yazilmigtir. Ayrica
Roberts ve Varberg (1973), Niculescu ve Persson (2005, 2006) gibi pek c¢ok Kisi
konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgi cok sayida ¢calisma yapmislardir. Bu

calismalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

”Neden Matematiksel Esitsizlikler” sorusu i¢in 1978 yilinda R. Bellman tarafindan
soyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik calismak i¢in bazi nedenler vardir. Pratik agidan

bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle smirlandirmak



karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde ortaya ¢ikmustir. Teorik
acidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler olusturulabilir.
Son olarak estetik agidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematigin bazi
parcalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi de

esitsizlikleri gekici hale getirir.”

Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger
cesitli alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin bir¢ok
uygulamasi vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle
yakindan iligkilidir ve birgok onemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin
uygulamalarmin sonucudur. Ornegin; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel
esitsizlikler, konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin sonucudur. Bu baglamda,
konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin 6zel bir yere sahip oldugu ifade
edilebilir. Aslinda konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. Benzer
sekilde, konveks fonksiyonlar da esitsizlikler teorisinde ¢cok 6nemli bir yere sahiptir.
19. yiizyilin sonlarinda ve 20. yiizyilin baslarinda pek ¢ok esitsizlik bulunmustur. Bu
esitsizliklerin bazilar1 konveks fonksiyonlar sinifi igin yazilan temel esitsizlikler haline
gelmistir. 1881 yilinda Hermite tarafindan ifade edilen ve bugiin bircok kaynakta
Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu
esitsizlik tizerine giiniimiize kadar birgok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik
bir bolimii S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” adli kaynakta

toplanmustir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda énemli bir rol
oynamasi Ve aktif bir arastirma alani olmasindan dolayi, ozellikle son yillarda
arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmis ve bu konuda yapilan ¢alismalarin sayisinda

bir hayli artis gézlenmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Konveks Fonksiyonlara Ait Temel Kavramlar
Bu béliimde bu ¢calismada kullanilacak bazi temel tanim ve teorem verilecektir.

Tamim 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak iizere Vx,y € A
igin
B={z€elz=ax+(1—-a)y0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir(bkz. Sekil 2.1). Eger z € B ise z = ax +
(1 — @)y esitligindeki x ve y nin katsayilari i¢in @ + (1 — @) = 1 bagintis1 her zaman
dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki @, 1 — a yerine a + = 1sartini
saglayan ve negatif olmayan «, f reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi
u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks

kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden

kiimedir(Bayraktar, 2000).

Sekil 2.1. Konveks Kiimeler

Konveks olmayan kiimelere ise konkav kiime adi verilir(bkz. Sekil 2.2).

Sekil 2.2. Konkav Kiimeler



Tamm 2.1.2 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak {izere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ (1 —a)y) <af(x) + (1 - a)f (¥)
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakiniz Sekil 2.3).

+
Y

1
1
1
1
1
!
a |5

Sekil 2.3. Aralik Uzerinde Konveks Fonksiyon

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur.

Eger - f fonksiyonu konveks ise f’ ye konkavdir denir (Bakiniz Sekil 2.4).

>
'y

§>

m e ——
=3

-—
Sekil 2.4. Aralik Uzerinde Konkav Fonksiyon
v
A
£
| ! i - x
a b

Sekil 2.5. Aralik Uzerinde Konveks ve Konkav Olmayan Fonksiyon

Tamm 2.1.3 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik olmak {izere her x, y € [ igin

f (JH-TJ/) < f(x)-;f(Y)
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sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna | iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic, 1970).
Tamm 2.1.4 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y igin,

f (%) < f(X);f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna I iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir
(Mitrinovic, 1970).
Sonu¢ 2.1.1: Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir J-konveks fonksiyondur

(Mitrinovic, 1970).

Sonug 2.1.2: I R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’ da konveks olmasi igin gerek

ve yeter sart, her x,y € [ icinp + q > 0 olan Vp,q = 0 i¢in

px+qy pf(x)+af ()
<
f( p+q ) - p+q

olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992). I {izerinde tanimli bir f fonksiyonunun
kesin konveksliginin geometrik anlam1 (x, f(x)) ve (v, f(y)) noktalarini igeren [
tizerindeki dogru pargasinin f’ nin grafiginin list kisminda yer almasidir. Bunu Sekil

2.6 de gdrmekteyiz.

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x,

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin,

fG) = fxo) = (2)f'(x0) (x — %)

esitsizligi yazilir (Roberts ve Varberg, 1973).

tf ) + (1 — ) f () f——————————— =
Fltr+ (1 —8)y) g ————————

f(x) =

|
|
@ tr + (1 — &)y 7]

Sekil 2.6. Konveks Fonksiyonun incelenmesi
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Tamm 2.1.5: (Eslenik Konveks Fonksiyonlar): g: Rf — R{ fonksiyonu artan ve
stirekli bir fonksiyon olsun ayrica g(0) = 0 ve x — o iken g — oo sartlarini saglasin.

Bu durumda g~ vardir ve g ile aym sartlar1 saglar. Eger f ve f* fonksiyonlari

fe) = [y g®ydt ve f*(y) = [ g (s)ds

seklinde tanimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olup f ve f* fonksiyonlarina
birbirinin konveks eslenigi denir (Roberts ve Varberg, 1973). Asagidaki teorem konveks

eslenik ciftlerle ilgili 6nemli bir sonugtur.

Teorem 2.1.1 (Young Esitsizligi): f,[0,c], (c > 0), aralig1 {izerinde reel degerli,
artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0,a € [0,c] ve b € [0, f(c)] ise,

[ feodx + [ £ (x)dx > ab
esitsizligi saglanir (Young, 1912).
Tanim 2.1.6 (Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
|x —x9]l <6 olan Vx €S icin |f(x) — f(xp)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x, da siireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tanim 2.1.7 (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu i¢in

If(x) = fO)| < Ml|x = y|

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartin1 sagliyor denir
(Bayraktar, 2010).

Sonug¢ 2.1.3 f, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S de diizgiin siireklidir (Bayraktar,
2010).

Tanim 2.1.8 (Diizgiin Siireklilik): /:S € R = R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
X € Sve |x; — x,| < 6 sartint saglayan Vxq,x, € Sicin |f(xy) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S’ de diizgiin stireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Tanim 2.1.9 (Mutlak Siireklilik): /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:I - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}{=, ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz

ontine alalim. Eger Ve > 0 i¢in Y,j=,|b; — a;| < § oldugunda Y, |f (b)) — f(ay)| <

12



€ olacak sekilde bir § = §(€) > 0 sayist varsa, f fonksiyonu I kiimesinde mutlak
stireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki

teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.1.2: L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve f: U — R fonksiyon olsun.

a. f, U agik kiimesinde konveks olsun. Eger f, U’ da bir noktanin komsulugunda
tistten siirli bir fonksiyon ise f, U’ da yerel Lipschitz’ dir ve bu nedenle U’nun
kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da stireklidir.

b. f, US R" acik kiimesi iizerinde konveks ise f, U’ nun her kompakt
altkiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da siireklidir (Pecaric, Proschan ve

Tong, 1992).
Teorem 2.1.3: f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu taktirde

a. f, (a, b) araliginda siireklidir,
b. f, [a, b] araliginda sinirlidir (Azpeitia, 1994).

Tanim 2.1.10 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda taniml1 bir fonksiyon

olsun. x; < x, olan Vx;,x, € I i¢in

i. f(xg) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,
ii. f(xz) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,
iii. f(xz) = f(xy)ise f fonksiyonu [ {izerinde azalmayandir,

iv. f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandir,
denir (Adams ve Essex, 2010).

Teorem 2.1.4: [, R’ de bir aralik, f, [ {lzerinde siirekli ve 1° {izerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i. Vx € I%icin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.
ii. Vx € I%icin f'(x) < 0ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.
iii. Vx €1%igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandur.

iv. Vx € I%i¢in f'(x) < 0ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir (Azpeitia, 1994).

Sonu¢ 2.1.4: f ve g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise go f

fonksiyonu da konvekstir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

13



Teorem 2.1.5: Eger f: 1 — R tanimli konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f (x)
ve f!(x) var ve bu fonksiyonlar I1°> de artandir (kesin artandir) (Pecaric, Proschan ve
Tong, 1992).

Teorem 2.1.6: f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ' ‘nin artan (kesin artan) olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

Teorem 2.1.7: f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f

fonksiyonunun bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € [ igin,

f'"(x)=0
olmasidir (Mitrinovic, Pecaric ve Fink, 1991).

Tamm 2.1.11 (p Normu): X, R™’ de bir kiime, g, X’ in alt kiimelerinin o-cebiri
tizerinde bir 6l¢ii ve f, X lizerinde tanimlanmis Slgtilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
pq,0 Y
I£1, ={{|f| du}’?, 1<p<oo
suplf|l , p=o

seklinde tanimlanan ifadeye p-normu denir.

Tamim 2.1.12 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 igin,
I'(n) = fooo x" e *dx

ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Jeffrey ve Dai, 2008).
Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi énemli 6zelliklerini
asagidaki sekilde siralayabiliriz:

i. T(n+1) =nl'(n)=nl

. 1

i. T (E) =/,

T

iii. [ dx =T(P)1-p) =

1+x

sin(pm)’ 0<p<1,
iv. 22" 'T()I (n+3) = Var(2n).
Tanim 2.1.13 (Beta Fonksiyonu): Re(x), Re(y) > 0 igin
— (Lix-1 -1
Blx,y)= [, t* (1 —t)¥'dt
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seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0
ve y > 0 igin yakinsaktir (Dragomir ve Pearce, 2000). Beta fonksiyonunun asagidaki

Ozellikleri sagladig1 kolayca gortilebilir (Jeffrey ve Dai, 2008).
i - * +
I .B(x+1:3’)—x+y,8(X,Y); x)yER
. 1
i. B(Ly) = S

o X1

- 1 - -
iii. ﬁ(x’y) :fo tx 1(1—t)y 1dt:f0 R

_ Triy)
ﬁ(xl ) - F(x+y) )

dt, x,y >0

x,y>0

v. Blx,y) =L, x).
Tamim 2.1.14 (Hipergeometrik Fonksiyon): c > b > 0, |z| < 1 i¢in,

1

07T (1 - )P (L - 2t) %t

seklinde tanimlanan fonksiyona Hipergeometrik fonksiyon denir (Kilbas, Srivastava ve
Trujillo, 2006).
2.2. Konveks Fonksiyonlarin Simiflandirilmasi

Tamim 2.2.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S c R bostan
farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 1 € [0,1] igin,

fQAx + (1= Dy) <max{f(x), f(¥)}

ise f” ye quasi-konveks fonksiyon denir. Eger,

fAx + (1= Dy) <max{f(x),f(¥)}

ise f” ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda, eger
fx + (1 = Dy) = max{f(x), f(¥)}

ise £ ye quasi-konkav fonksiyon ve eger

fQx + (1= 2)y) > max{f(x), f(y)}

ise f” ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tamim 2.2.2: f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ ye quasi-monotonik

fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).
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Sonu¢ 2.2.1: Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi-konveks olup konveks

olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,

Lt te[-2,-1]
g(t)_{tz . te[-12]

ile tanimlanan g: [—2,2] = R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g
fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi-konveks fonksiyondur (lon, 2007).

A

\\/

— i

Sekil 2.7 Quasi Konveks Olup Konveks Olmayan Fonksiyon

Asagidaki grafikte, kalin ¢izgi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamami diisiiniiliirse bu fonksiyon quasi-konveks degildir (Ekinci, 2014).

Y

Sekil 2.8: Aralikta Quasi Konveks Fonksiyon f(x) = x* — 10x? + 9

Tamim 2.2.3 (Wright-Konveks Fonksiyon): f: 1 — R bir fonksiyonvey > x,§ > 0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € I i¢in

f+8) -f)<fly+8)—f1)

esitsizligi saglaniyorsa f ye I € R de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 1998).

Tamim 2.2.4 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 = R bir fonksiyon olsun.
y > x,8 > 0 sartlar altinda Vx,y,y + § € [ ve Vt € [0,1] i¢in
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“[fex+ (1= 0y) + £((1 - Dx + ty)] < max{f @), f )}

veya
S[FQ) + f(x + 8)] < max{f(x), f(y + 8)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f ye I € R de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tamim 2.2.5 (J-Quasi-Konveks Fonksiyon): f: 1 — R fonksiyonu her Vx,y € I i¢gin

f (2) < max{f(x), f ()}
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J-quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce,
2000).
Tamm 2.2.6 (Log-Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik f:I — R bir fonksiyon
olsun. Her vx,y € I ve a € [0,1] igin

flax+ (1 —a)y) < fEf )

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konveks fonksiyon denir (Prudnikov, Brychkov ve
Marichev, 1981).

Tamm 2.2.7 (Godunova-Levin Fonksiyonu): f: I — R negatif olmayan fonksiyonu

vx,y € [,A € (0,1) i¢in

fOx+(1-2y) < L2 4+ [0

esitsizligini saghyorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) smifina aittir

denir. Bu tanima denk olarak; eger f € Q(I) ve x,y,z € I ise bu takdirde
fQ)x - —-2)+fO@ -0 —-2)+f(@)(z-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir(Greenberg ve Pierskalla, 1970).

Tamim 2.2.8 (P- fonksiyonu): f:1 — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere

eger Vx,y € I,A1 € (0,1) igin

fOAx+ (1 =Dy) < f)+ )

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir P-fonksiyonu veya P (I) sinifina aittir denir

(Dragomir, Pecaric ve Persson, 1995).
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Tamm 2.2.9 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:Rf > Rve 0 <s <1

olsun. a® + B = 1 olmak iizere her u, v € R{ve her a, B = 0 igin

flau+pv) s a*f(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Ozdemir ve Yildiz, 2013).

Tamim 2.2.10 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f:Rf > Rve 0 <s <1
olsun. @ + B = 1 olmak iizere her u, v € R¢ve her a, f = 0 i¢in

flau+pv) < a’f(w) + B*f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hwang, 2011).
Tanim 2.2.9 ve Tanim 2.2.10 da s = 1 alindiginda konveks fonksiyon tanimi elde
edilir.

Tammm 2.2.11 (h-Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h:]J - R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Her x,y € I, @ € (0,1) igin,

flax+ (1 —a)y) < h(@)f(x) + h(1 = a) f ()

sartin1 saglayan negatif olmayan f:I — R fonksiyonuna bir h-konveks fonksiyon
denir. Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) < J dir (Wright, 1954). Eger

i. h(a) = a segilirse h-konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyona
doniistir.
ii. s€(0,1) i¢in h(a) =a® secilirse h-konveks fonksiyonu s-konveks
fonksiyona dontisiir.
Tamm 2.2.12 (m-Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b], m,t € [0,1] igin
fx+m(1-0y) <tf(x) +m1-O)f ()

esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna bir m-konveks fonksiyon denir. f(0) <0
sartin1 saglayan [0, b] araliginda tanimli olan biitiin m-konveks fonksiyonlarin sinifi

K, (b) ile gosterilir (Tung, 2011).
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Eger m =1 secilirse [0,b] araliginda m-konveks fonksiyon bilinen konveks

fonksiyona doniisiir.
Tamim 2.2.13 ((a, m)-Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R bir fonksiyon ve b > 0
olsun. Her x,y € [0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? igin

ftx+m(1-0)y) <t*f(x)+m1 - t)f ()

esitsizligi saglaniyorsa f-fonksiyonuna (a, m)-konveks fonksiyon denir (Mitrinovic,

1970). Burada a ve m’ den en az biri sifirdan farkli olmalidir.

(a,m) € {(0,0),(1,m), (1,1)} igin sirastyla artan, m-konveks ve konveks fonksiyon

siiflarinin elde edildigi kolayca goriilebilir.

Tamim 2.2.14 ((h, m)-Konveks Fonksiyon): h:J € R — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. vx,y € [0,b],m € [0,1] ve a € [0,1] i¢in f:[0,b] = R negatif
olmayan f fonksiyonu

flax +m(1 = a)y) < h(a)f (x) + mh(1 - a)f(y)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h, m)-konveks fonksiyon denir (Pecaric, Proschan,

ve Tong, 1992).
Tamm 2.2.15 (Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I ¢ R - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

feEy D) < [FOIfONI

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Hwang, ve
Dragomir, 2014).

Tamm 2.2.16 (s-Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I ¢ R* - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] i¢in,

flty'™) < [FEIETFOIAY

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir (Hwang,

ve Dragomir, 2014).

s =1 igin, s-geometrik konveks fonksiyon tanimi geometrik konveks fonksiyon

tanimina indirgenir.
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Tamim 2.2.17 (Quasi Geometrik Konveks Fonksiyonu): f: | € R* — R fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, vx,y € I ve t € [0,1] ig¢in

fty'™) < sup{f (), f ()}
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna quasi geometrik konveks fonksiyon denir
(Iscan, 2015).
Tammm 2.2.18 (Geometrik-Aritmetik Konveks Fonksiyon): f:1 € R* -» R
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu Vx,y € I, 1 € [0,1] igin

fOAy) <2 () + A= DF )

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna Geometrik-Aritmetik Konveks (GA-konveks)
fonksiyon denir. Burada x*y*~* ifadesi x ve y pozitif sayilarmin agirlikli geometrik
ortalamasi ve Af(x) + (1 — A)f (y) ifadesi ise f(x) ve f(y) nin agirlikli aritmetik

ortalamasidir (Niculescu, 2003).

Tamim 2.2.19 (Birinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s Konveks Fonksiyon):
f:1 € R* > R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, Vx,y € I, s € (0,1] ve 1 €
[0,1] icin,

Oty ™) < D2F(0) + 1= 2)f )

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda GA-s-konveks (konkav)

fonksiyon denir (iscan, 2014).

Tamm 2.2.20 (ikinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s Konveks Fonksiyon):
f:1 € R* - R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu , Vx,y € I, s € (0,1] ve 1 €
[0,1] i¢in

fAy' =) < DXF) + A= DB

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda GA-s-konveks (konkav)

fonksiyon denir (Iscan, 2014).

Ozel olarak Tanim 2.2.19 ve Tamim 2.2.20° da s = 1 alindiginda Tamim 2.2.18”deki

GA- konveks fonksiyon tanimi elde edilir.

Tamm 2.2.21 (Geometrik Simetrik Fonksiyon): g:[a,b] € R* —» R fonksiyonu
Vx € [a, b] icin
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b
9(%) =9
esitligini sagliyorsa, g fonksiyonuna vab’ ye gore geometrik simetrik fonksiyon denir
(Latif, Dragomir, ve Momoniat, 2015).
Tamim 2.2.22 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I c R\ {0} bir aralik olsun. Eger

f:1 = R fonksiyonu Vx,y € I ve t € [0,1] i¢in,

f (L) < tf () + (1 - 0)f (x)

tx+(1-t)y

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyondur denir (iscan ve
Wu, 2014).

Tammm 2.2.23 (Harmonik Simetrik Fonksiyon): g:[a,b] S R\ {0} >R

fonksiyonu Vx € [a, b] i¢in

gx)=g (5_;_5)

esitligi saglaniyorsa g fonksiyonuna %’ ye gore harmonik simetrik fonksiyon denir

(Iscan ve Wu, 2014).
Onerme 2.2.1 I c R\ {0} bir reel aralik olsun. f:I — R fonksiyonu igin,

i. Eger f fonksiyonu, I ¢ R* araliginda konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise
f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.
ii. Eger f fonksiyonu, I ¢ R* araliginda harmonik konveks ve artmayan bir
fonksiyon ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
iii. Eger f fonksiyonu, I € (—oo,0) araliginda harmonik konveks ve azalmayan
bir fonksiyon ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
iv. Eger f fonksiyonu, I c (—oo, 0) araliginda konveks ve artmayan bir fonksiyon

ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Iscan ve Wu, 2014).

Tanim 2.2.24 (Harmonik s-Konveks Fonksiyon): I c R\ {0} bir reel aralik olsun.
Eger f:1 < R* - R fonksiyonu, Vx,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] igin

f(2=) <6 + (1 - 03 (%)

tx+(1-t)y
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esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna bir harmonik-s-konveks fonksiyon denir (iscan
ve Kunt, 2015).

Ozel olarak, Tanim 2.2.22° de s = 1 alinirsa Tanim 2.2.21 tanimindaki harmonik

konveks fonksiyon tanimina indirgenir.
Onerme 2.2.2: I c R\ {0} bir reel aralik olsun. f:I — R fonksiyonu igin,

I. Eger f fonksiyonu s-konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f fonksiyonu
harmonik-s konveks fonksiyondur.
ii. Eger f fonksiyonu harmonik s-konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f

fonksiyonu s-konveks fonksiyondur (iscan ve Kunt, 2015).

Ornek 2.2.1: s€ (0,1] ve f:(0,1] - (0,1], f(x) = x® olarak tammlansm. f
fonksiyonu s-konveks ve azalmayan fonksiyon ise f harmonik s-konveks fonksiyon
olur (iscan ve Kunt, 2015).

Tamm 2.2.25 (Baz1 Ozel Ortalamalar): Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel

say1 i¢in bazi ortalamalar verilecektir (Bullen, Mitrinovic ve Vasis, 1988).

1. Avritmetik ortalama: A = A(a,b) = “Zﬂ

2. Geometrik ortalama: G = G(a, b) = Vab

3. Harmonik ortalama: H = H(a,b) = %
4. Logaritmik ortalama:
(@ b) { a , a=>b
L=1L(ab)=9 b-a
Inb-Ina '’ a#b
5. ldentrik ortalama:
a , a=>b
I=1(ab) =1, mni=
(@) a=b
6. p-logaritmik ortalama:
a , a=bhb

L,=1L (a,b) = p+i_,p+11,
P P [b =", a#b

(p+1)(b—a)
7. Seiffert ortalama:
S =S(a,b) = —22

. a—b
2arcsin—-
a+b
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8. Bencze ortalama:

B =B(ab)=—"0xp

arctga—+b

ortalamalar1 vardir. Ayrica, p € R olmak lizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve
Lyo=1, Ly =1L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki H<G<L<I<A

seklinde bir iligki yer almaktadir:

Tanmim 2.2.26 (Agirhkh Aritmetik Ortalama): x; € [a,b],p; >0 ve B, :=

®ipi>0,(i =1,2,...,n) olmak iizere
1
An(x’ p) = EZ?=1 piX;

seklindeki ifadeye x;, (i = 1,2, ..., n) sayillarinin p;(i = 1,2, ...,n) agirlikl aritmetik
ortalamasi denir (Dragomir ve Pearce, 2000).

Tamim 2.2.27 (r-Ortalama): x, y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerine gore kuvvet
ortalamasi

xtyl=A r=

M, (x,y; 1) = { 1
" Ax™ + (1= Dy")r ,r#0
olarak tanimlanir (Dragomir ve Pearce, 2000).

Tamim 2.2.28 (r-Konveks fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olmak {izere her x,y €
[a,b] ve A € [0,1] igin
fQx+ 1 =2y) < M (f(x), f(¥); D)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna [a, b] araliginda bir r-konveks fonksiyon denir
(Godunova, ve Levin, 1985).

Bu tanimdan 0-konveks fonksiyonlarin log-konveks fonksiyonlar ve 1-
konveks fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla

ulagilabilir. Ayrica r-konvekslik tanima,

fridx+ (-2 )={(Afr(x)+(1—z)fr(y))? r#0
x ' [FOPFOI? r=0

bi¢iminde genisletilmistir (Dragomir ve Pearce, 1998).
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3. (a,m)-KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN BAZI ESiTSiZLIKLER

3.1. (a,m)-Logaritmik Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Bu kisimda m — ve (a,m) — logaritmik konveks fonksiyonlar i¢in bazi Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizlikleri gelistirilecektir.

Teorem 3.1.1 f:Ic R - R fonksiyonu [° {izerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a,b €1,a < b olsun. Eger q = 1i¢in |f'(x)|? fonksiyonu [a,b]
tizerinde konveks ise, bu takdirde

1
fl@+fb) _ 1 (b b-a |f'(a)|q+|f’(b)|q> a
2 b—afa fG) dx| = 4 ( 2

ve

Y
fla+b) 1 cb b-a (| @|"+|F @) 1
2 b—afa f(x) dx| = 4 ( 2

esitsizlikleri saglanir (Bai ve Ark. 2013).
Tanmim 3.1.1 Eger her x,y € [0, b],t € [0,1], m € (0,1] igin
fltx+m1 -ty) < tf(x) + mA - Of (y)

esitsizligi saglantyorsa f:[0,b] — R fonksiyonuna bir m —konveks fonksiyon adi
verilir(Bai ve Ark. 2013).

Teorem 3.1.2 f: R¢ — R bir m —konveks fonksiyon ve m € (0,1] olsun. Bu takdirde
eger0 <a<b<wiginf € L([a, b]) ise

L P f)dx < min {f (@+mfb/m) mf(a/m)+f(b)}
b—-a-’a > .

esitsizligi saglanir (Bai ve Ark. 2013).
Tanmm 3.1.2 Eger her x,y € [0,b],t € [0,1], (a,m) € (0,1] X (0,1] igin

fx+m(1—-0)y) <t*f(x) +m1 - t)f(y)
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esitsizligi saglamyorsa f: [0, b] = R fonksiyonuna (a, m) —konveks fonksiyon adi
verilir (Bai ve Ark. 2013).

Teorem 3.1.3 I D R¢ bir agik aralik ve f:I - R fonksiyonu [ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere 0 < a < b < o i¢in f' € L([a, b])
olsun. Eger verilen bir m € (0,1] ve q€[1,o) igin |f'(x)|? fonksiyonu

[a, b] tizerinde m —konveks fonksiyon ise

[ (57) — 7l r

<Z%min {(|f'<“)|q+m|f’(b/m)|q>1/°’ <m|f'(a/m)|‘7+|fr(b)|q>1/CI}
< 2 | |

esitsizligi saglanir (Bai ve Ark. 2013).

Teorem 3.14 I > R¢ bir agtk aralk ve f:I - R fonksiyonu [ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere 0 < a < b < o i¢in f' € L([a, b))
olsun. Eger verilen bir (a, m) € (0,1] x (0,1] ve q € [1, o) igin |f'(x)|? fonksiyonu

[a, b] tzerinde (a, m) —konveks fonksiyon ise

b 1 b
f(a);rf( )_b—af f()dx

b—a 1\
<5 (3)
2 2
1/q

X min{[vllf’(a)l" T vam |f' (%)rl / ["2’” [ (%)r

1/q
+ i lf )1 ]

esitsizligi saglanir, burada

1 1 1 a’?+a+2 1
Y1 = @@+ (a + z_a) Ve v = (a+1)(a+2)( 2 z_a)
dir (Bai ve Ark. 2013).
Simdi m — ve (a, m) — logaritmik konveks fonksiyon kavramlarini tanimlayalim.

Tanim 3.1.3 f: [0, b] — [0, ) bir fonksiyon olmak iizere, eger her x,y € [0,b],m €
(0,1] ve t € [0,1] i¢in
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fltx +m(1 = )y) < [fFI [F O™
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu m — logaritmik konvekstir denir (Bai ve Ark.

2013).

Kolayca goriilebilir ki Tanim 3.1.3 te m = 1 alinirsa bu durumda f fonksiyonu bilinen

anlamda logaritmik konveks olacaktir.

Tanmm 3.1.4 f:[0,b] - [0,00) bir fonksiyon olmak iizere, eger her x,y € [0, b],
(a,m) € (0,1] X (0,1] ve ¢ € [0,1] igin

ftx +m(1 = 6)y) < [FI°[fF )™
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu (a,m) — logaritmik konveks fonksiyon denir
(Bai ve Ark. 2013).

Agikea goriilebilir ki eger Tanim 3.1.4 te a = 1 alinirsa bu durumda f fonksiyonu

standart m — logaritmik konveks olacaktir.

Lemma 3.1.1 f:I1c R — R fonksiyonu [° fizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyonve a,b € I,a < bolsun. Eger f' € L([a, b]) ise bu takdirde

f(a);rf(b) _ bi—af:f(x)dx = bz;“fol(l —2t) f'(ta+ (1 —t)b)dt

esitligi saglanir (Bai ve Ark. 2013).
Lemma 3.1.2 f:Ic R — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyonve a,b € I,a < bolsun. Eger f' € L([a, b]) ise bu takdirde

a+b

f(52) == [ Fx)dx

1
1/2

= -a)|f,”tf (ta+ A= Ob)dt + [} (1= O)f (ta+ (1 - )b)dt]

esitligi saglanir (Bai ve Ark. 2013).

Teorem 3.1.5 I D R¢ bir agik aralik ve f:I - R fonksiyonu [ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere 0 < a < b < o i¢in f' € L([a, b])
olsun. Eger verilen bir (a,m) € (0,1] x (0,1] ve g € [1, ) i¢in |f'(x)|? fonksiyonu

[0, %] tizerinde (a, m) —logaritmik konveks fonksiyon ise bu takdirde
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Lo/ _ L7 fydx| < 22 (%)H/q ()" Ev@maolt @D

esitsizligi gerceklenir, burada

__lr@l
K= omm’
%, p=1,
Ei(a,m,q) = F,(uaq), u<1i,

:u(l_a)qFl(ﬂ) aq)) Hu > 1'
ve u,v>0,u#1igin

1

vZIn2u

Fi(u,v) = [v(u” —Dlnu—2(u"? - 1)2]
dir (Bai ve Ark. 2013).

Ispat. q € [1, ) oldugunda Tamim 3.1.4, Lemma 3.1.1 ve Hélder esitsizligi dikkate

alinirsa

f@+f®) 1 (b _b-a
2 b-a fa f(x)dx| 2

[y =26)f"(ta+ (1 - O)b)d]

1

= D_Ta(folll - Ztldt)l_% (f01|1 —2t||f'(ta+ (1 - t)b)lth)a

< b;—a(%)l_l/q |f' (2)|m (folll — 2t| /ﬂt“dt)l/q

m
oldugu goriiliir. Bu durumda g = 1 i¢in

1 @ .l 1
f0|1—2t|;ﬂ dt—f0|1—2t|dt—5

elde edilir. p < 1icin u" < u®t olup buradan da

1 a 1 aqu®Inp—aqln p—2p%+4p%9/2 -2
Jo 11 =2t|pidt < [/11 - 2t|u*tdt =

a2q2In?
elde edilir. Benzer sekilde u > 1 igin 2t < p@+1-9 glacagindan bu durumda da

1. qt* q1-a) (111 _ aqt
f0|1 2t|lpdt dt < pu f0|1 2t|u%atde

_ MQ(l_a) aqu®Inpu—aqlnp—2p%944p*a/2_2
a2q?In? &

elde edilir. Boylece (3.1) esitsizligi elde edilir. Ote yandan q = 1 oldugunda
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BOT® - o [ f x| = 22| 7 ( — 20f'(ta + (1 - b
(b m(1-t%)
el e

&) Examq)

b- 1 ' a
<22 [ 11 =2tllf (@)l

b—
<24
2

oldugu goriiliir. Bu ise Teorem 3.1.5 in ispatini tamamlar.

Sonu¢ 3.1.1 I >R} bir agik aralik ve f:I > R fonksiyonu [ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere 0 < a < b < oo i¢in f' € L([a, b])

olsun. Eger verilen bir m € (0,1] ve q € [1,) i¢in |f'(x)|? fonksiyonu [O,%]

tizerinde m —logaritmik konveks fonksiyon ise bu takdirde g > 1 i¢in

@@ 2 x| <222 (57 (@) m@mo @2)

2

esitsizligi saglanir, burada E; Teorem 3.1.5 te tanimlandigi gibidir (Bai ve Ark. 2013).

Teorem 3.1.6 I D R¢ bir agtk aralk ve f:I - R fonksiyonu [ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere 0 < a < b < o i¢in f' € L([a, b))
olsun. Eger verilen bir (a,m) € (0,1] x (0,1] ve q € [1, o) igin |f'(x)|? fonksiyonu

[O, %] tizerinde (a, m) —logaritmik konveks fonksiyon ise bu takdirde g > 1 igin

|f (a+b) - ﬁf:f(X)dx| < b%(—) e |f ( )| E,(a,m,q) (3.3)

esitsizligi gergeklenir, burada u,v > 0, u # 1 icin

F,(u,v) = (Zu”/zlnu—u”/2+1),

v2 1n2

— v_Y. v/2 _ /2
F5(u,v) (u S U Inu—u )

v2In2u
olmak tuzere
n1/a
2(5) u=t
Ez(a,m, q) = [F, (1, a@)] + [Fy(u, aq)]¥9, 0 < p < 1
p R (a1 + [Fs(u, a7}, p>1

seklindedir (Bai ve Ark. 2013).

Ispat. g > 1 ise Tanim 3.1.4, Lemma 3.1.1 ve Holder esitsizligi dikkate alinirsa
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[ (57) — = o r

<(b-a) [fO%tIf’(ta + (1 —t)b)|dt + fg(l —t)|f'(ta+ (1 —t)b)|dt

1

<2t (%)1_% [fétlf'(a)lqta f! (%)|mq(1_ta) dtr +

4

1

O]

+[Ra- ol @

e () ()" {( [ o) + |1, - t)/ﬂf“dt]l/q}

4 2 m

oldugu goriilir. Bu durumda eger u = 1 ise

(f01/2 t,uqta)l/q + [f11/2(1 - t)llqtadt]l/q =2 G)lm

bulunur. Sayet u < 1 ise

1/2 1/q 1 g
<] tuqt“dt> + U (1- t)uqt“dtl
0 1/2

2
< j tu*atde + j (1 —t)u*atde
0 2
- 1 aq 1/q
=— (% ,2q/2 — 2q/2
la?q? In? ,u( 2 # Inp—u * 1)]
i 1 aq 1/q
[ aq _ 1, aq _ aq/2
* la2q?1n? u (,u 2 ! Inp=p )]

olacaktir. Benzer sekilde u > 1 ise

(Fenae)" + | 1 - oo

1 1

1 = 1
< (foE t#q(at+1—a)dt>q + [%1(1 _ t)ﬂq(at+1_a)dt]q
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1

a2q2In2p a2q2InZ p
1/q
aq/2
Mwﬂ}

olacaktir. Boylece (3.3) esitsizligi elde edilmis olur. Ozel olarak g = 1 oldugunda

[ (57) sl r@ ax

= b;—a[f(,%tlf’(ta +(1—-Ob)dt+ i1 -DIf (ta+ (1 - t)b)ldt]

FEITT e -

<G-a[fFdr@

FEM

OIf (@I

<-a|f' ()" Ex@m,1)

elde edilir. Bu ise Teorem 3.1.6 nin ispatin1 tamamlar.

Sonu¢ 3.1.2 [ > R{ bir agik aralik ve f:I > R fonksiyonu [ iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere 0 < a < b < o i¢in f' € L([a, b))
olsun. Eger verilen bir m € (0,1] ve q € [1,) i¢in |f'(x)|? fonksiyonu [O,%]

tizerinde m —logaritmik konveks fonksiyon ise bu takdirde g > 1 i¢in
a+b 1 b b—a (1\173/9 |, b\ ™
() sl rwad <=2G) T Ir Q) Bama @
esitsizligi saglanir, burada E, Teorem 3.1.6 da tanimlandig: gibidir (Bai ve Ark. 2013).

Teorem 3.1.7 f,g : R¢ - R* fonksiyonlar1 0 < a < b < o igin f,g € L([a, b])
olacak sekilde verilmis olsun. Eger (a,m;) € (0,1] X (0,1] i=1,2, ig¢in

[O, mﬂ] tizerinde f(x) fonksiyonu (a,m,) —logaritmik konveks ve g(x) fonksiyonu

da (a,m,) — logaritmik konveks ise bu takdirde

L f@gwdr < - [f(2)] " [0(2)] Ea@) (3.5)

esitsizligi gergeklenir, burada
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n=f(@g@|f (m%)]_ml E (miz)]—mz

ve
I{ 1,n=1
n%-1
E3(6‘()=4 alnr)'0<n<1
't m*-1)
L alnn '’ n>1

dir (Bai ve Ark. 2013).

Ispat. f(x) ve g(x) fonksiyonlarmin (&, m) —logaritmik konveksliginden

f (ta +my(1—1t) (mi1)> < [f(@]*" [f (mil):lml(l—ta)

ve

ms

g <ta tmg(1 =) (mi)> < [g@1 g (2)]"
yazilabilir ki buradan da

[} F)g(x)dx = (b—a) [, f(ta+ 1 —th)g(ta + 1 — th)dt

< 0 - @1 [g@1“ [ (L) o ()] a

m;

ta

“6-ol (@ b L @[ ()] s ()" e

oldugu goriiliir. Bu durumda n = 1 ise fol nt“dt = 1 olacaktir. Ote yandan 7 < 1

oldugunda

1_;a 1t _n%-1
< =
Jon®dt < Jyn™dt = 1=

ve benzer sekilde n > 1 oldugunda ise

' *m%-1)
alnn

folnt“ dt < fol pet+i-age =

elde edilir. Bu ise Teorem 3.1.7 nin ispatin1 tamamlar.

Sonu¢ 3.1.3 f,g : Rf » R* fonksiyonlar1 0 <a<b <o i¢in f.g € L([a,b])

olacak sekilde verilmis olsun. Eger verilen keyfi my,m, € (0,1] sayilart i¢in
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[O,%] tizerinde f(x) fonksiyonu m,; — konveks ve g(x) fonksiyonu da m, —

konveks ise bu takdirde

L1 F0gdx < b - [f ()] o (2)] B2 (3.6)
esitsizligi saglanir, burada E5; Teorem 3.1.7 de tamimlandig gibidir (Bai ve Ark. 2013).
Sonu¢ 3.14 f,g: R{ » R* fonksiyonlar1 0 <a<b < o i¢in f.g € L([a,b])
olacak sekilde verilmis olsun. Eger (o, m) € (0,1] X (0,1] igin [0, %] tizerinde f(x)

ve g(x) fonksiyonlart (e, m) — logaritmik konveks ise bu takdirde

L P feogeodx < (b - ) [F(2) g (2)] Es@ -

m
esitsizligi saglanir, burada E; Teorem 3.1.7 de tanimlandig1 gibidir (Bai ve Ark. 2013).
Sonu¢ 3.1.5 f,g: R » R* fonksiyonlarnt 0 < a < b < o i¢in f.g € L([a,b])
olacak sekilde verilmis olsun. Eger m € (0,1] igin [O, %] tizerinde f(x) ve g(x)
fonksiyonlar1 m — logaritmik konveks ise bu takdirde

b

g b - o[ (2) g (2)] B (38)

m

esitsizligi saglanir, burada E; Teorem 3.1.7 de tanimlandig: gibidir (Bai ve Ark. 2013).

3.2. (a, m) - Konveks Fonksiyonlar i¢in Ostrowski Tipli Esitsizlikler

f:1 € R — R fonksiyonu [°iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere

a,b € a < bigin f' € L[a, b] olsun. Eger |f'(x)| < K ise

|f(x) B b—iaf:f(u)du| <K(b-a)

(b—-a)?

1+ ) ] (3.9)

esitsizligi gerceklenir. Bu sonug literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinir.
Ostrowski esitsizligi ile ilgili genellestirmeler ve yeni sonuglar i¢in kaynaklara

bakilabilir.

Lemma 3.21 f:I <R - R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak tlizere a,b € I a < b i¢in f' € L[a, b] olsun. Bu takdirde her x €

[a, b] igin
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fG) - =

(b—x)? fol tf'(tx + (1 —t)b)dt  (3.10)

b—a

(x—a)? 1, .,
— Jo tf'(tx + (1 = ya)dt —

esitligi gergeklenir (Latif ve Ark., 2012).

Teorem 3.2.1 f:1 € R{ - Rfonksiyonu [ iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak lizere 0 < a < b < oo i¢in f' € L([a, b]) olsun. Eger |f’| fonksiyonu
[a, b] tizerinde m € (0,1] olmak tizere m-konveks ve x € [a, b] i¢in |f'(x)| < K ise
bu takdirde

|F G0 == 17 F)du| < min{M; (x), My ()} (311)

esitsizligi gergeklenir, burada x € [a, b] olmak tizere

o) = K[ e e )|

b—a . —
ve

o = (5 D=
dir (Latif ve Ark., 2012).

Ispat. Lemma 3.2.1 den

|FG0 5= 17 f) duf

(l::;) foltlf (tx+ (1 —0t)b)ldt  (3.12)

< & (e + (1 - Da)lde +

~ b-a
elde edilir. |f’| fonksiyonu keyfi bir m € (0,1] i¢in [a, b] araliginda m-konveks
oldugundan herhangi bir t € [0,1] igin

If'(tx + (1= D) = |f' (tx +m(@ - ) 5|

< tIf ()] + m(1 -0t | f (%) (3.13)

ve

If'(tx + (1 — £)b)| = |f’ (tx +m(1— t)%)|
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< tIf ()] + m(1 -0t |f’ (§)| (3.14)

yazilabilir. (3.13) ve (3.14) esitsizlikleri (3.12) de kullanilirsa her x € [a, b] i¢in

HORRAWIOLTES|

b—a 6 b—a

(x—a)2+(b—x)2] += [(x_a)z‘f’(%)|+(b_x)2|f,(%)|l (3.15)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde her x € [a, b] i¢in

Jre = 2 reodu] < (G+ 5| (D =52 (3.6
oldugu asikardir.

Teorem 3.2.2 f:I € R - R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak tlizere 0 <a <b <o igin f' € L([a,b]) olsun. Eger |f'|?

fonksiyonu [a, b] iizerinde keyfi m € (0,1], p, q, %+ i icin m-konveks ve x €

[a, b] i¢in |f'(x)| < K ise bu takdirde

|F () == [ f () du| < min{N; (x), Ny ()} (3.17)

esitsizligi gergeklenir, burada x € [a, b] igin
1 1

M= S Sl Q) S E 2 Q)

ve

q)% [(x—a)2+(b—x)2]

b—a

M0 = —=(S+3|(7)

(p+1)P

dir (Latif ve Ark., 2012).

Ispat. p > 1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde Lemma 3.2.1 ve Holder esitsizliginden

|F G0 == 7 Fadyl

(b=x)* (1, .,
—— [, tIf'(tx + (1 = )b)|dt

(x—a)? (1 ,
<=, tIf'(tx + A1 — Ha)ldt +

b

1

<& (e dt)% (F17 (ex + (L= D@)I9 de) +

b—a
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1 1
(b—x)?

+ 820 (frepdt )P (f1F (tx + (1= b7 dt )" (3.18)
yazilabilir. Ote yandan |f’|9 fonksiyonu keyfi bir m € (0,1] igin [a,b] araliginda
m — konveks ve x € [a, b] i¢in |f'(x)| < K oldugundan

s @ -ooras 52l G

ve

Liger KT m],, (b\|?
LIf (ex+ @ =-0b)%de < —+2 |f (;)|
elde edilir. Bu nedenle (3.18) esitsizligi

|F G0 — =, Fandyl

<—|(G+31 ()

(p+1)P

1 1

N (] (G)) | e

esitsizligine doniisiir. Benzer sekilde

1

re - ] < (S 3| G [5H e

2 2 m b—a
(p+1)P

oldugu da gosterilenbilir. (3.19) ve (3.20) den (3.17) elde edilir ve boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.3 f:1 € R{ -» R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak lizere 0 <a<b <o igin f' € L([a,b]) olsun. Eger |[f'|4

fonksiyonu [a, b] iizerinde keyfi m € (0,1], p, q, %+ 5 icin m-konveks ve x €

[a,b] i¢in |f'(x)| < K ise bu takdirde

|FG0) = 2= J7 fw)du| < mingS, (x), S, (x)} (3.21)

esitsizligi gergeklenir, burada x € [a, b] olmak iizere

1 1

s = () 7| (o2l () S (2 () 2

ve
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P

0= () " (5 +51 ()

dir (Latif ve Ark., 2012).

Ispat. Farzedelim ki g > 1 olsun. Bu takdirde Lemma 3.2.1 ve Hélder esitsizliginden

|FG0 == [, Fadyl

(x—a)?

_ 2
<= J tlf (ex + (1 - t)a)|dt + &=

= [ elf (e + (1 — Db)|dt

<& tdt) 1(f01t|f’(tx+(1—t)a)|th)a+

1

+ 8= 2k > (J, tdt) g T(ftlf e+ (1= b1 dt)? (3.22)

yazilabilir. Ote yandan |f’|9 fonksiyonu keyfi bir m € (0,1] igin [a,b] araliginda

m — konveks ve x € [a, b] igin |f'(x)| < K oldugundan

[lelf e+ @ -owlrde <<+ 2 (9

ve

1 ! K4 m| ., (b q
Jy tIf'(tx + (1 = )b)|9dt < ?+z|f (;)|
oldugu goriiliir. Bu nedenle Bu nedenle (3.18) esitsizligi

|F60 5= 17 fdu|

<)@z @)

esitsizligine dontislir. Benzer sekilde

1 1

(I>E(9;—_c;)2+<1(?q+%|f,(£)| )q(b —x)? (3.23)

m

1 1
1 b N (k1T m| ., (x\]9\a [(x—a)?+(b-x)?
reo -5l reau| < ) (o5 G 5 629
oldugu da gosterilebilir. (3.23) ve (3.24) esitsizlikleri bize ((3.20) esitsizligini verir ve
boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 3.2.1 Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 iin varsayimlar1 altinda, m = 1 alindiginda

x € [a, b] olmak lizere
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K i [(x—a)2+(b—x)2] (3.25)

1 b—
p+1)P a

Vm—ﬁﬁqua
ve

K (x—a)2+(b—x)2] (3.26)

E b—a

|FG) == [ Fwdu| <

esitsizlikleri gergeklenir (Latif ve Ark., 2012).

Teorem 3.2.4 f:1 € R{ - R fonksiyonu I iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak {izere 0 < a < b < oo i¢in f' € L([a, b]) olsun. Eger |f'| fonksiyonu
[a, b] tlizerinde a,m € (0,1] keyfi sabitleri igin (a, m)-konveks ve x € [a, b] igin
|f'(x)| < K ise bu takdirde

b . / ’
|FG0) = 5= 17 Fu)du| < mingM', (), M, (x)) (3.27)
esitsizligi gergeklenir, burada x € [a, b] olmak {izere

M) = —]|

a+?2

(x—a)2+(b-x)2] ma_[G-a?|(F)[+@-0|r" ()]
b—a 2(a+2) b-a

ve

) [(x—a)2+(b—x)2]

b—a

M0 = — (5 +mlf (3)

a+2 \ 2 m

dir (Latif ve Ark., 2012).

Ispat. Lemma 3.2.1 den

|F G == J; fwaul

< (x—a)?
b—a

[LEf (e + (1= Da)lde + “"_’22 [ltf (e + (1 - 0b)lde  (3.28)

b

esitsizligi yazilabilir. |f'| fonksiyonu [a, b] tizerinde a, m € (0,1] keyfi sabitleri igin
(a, m)-konveks oldugundan her t € (0,1] i¢in

f'ex+A-va)l = |f (x+1-0%)

< %' (0| + m(1 — t%) | & (%)| (3.29)

37



ve
If'(ex+ @ =0b)| = |f' (ex + 1 =) )|

< tIf @ +m1 - ) | (2) (3.30)

esitlikleri yazilabilir. Buradan (3.29) ve (3.30) esitsizlikleri (3.28) yerine yazilirsa,

x € [a, b] olmak tizere

|fG0 == 7 Fadyl

<
a+2

(3.31)

R T [“‘@2\f’(%)\+<b-x>2\f’(%)ll
b—a 2(a+2) b-a

elde edilir. Benzer diisiinceyle x € [a, b] olmak iizere

[re0 =l podu] < 25 (5 m | (D =50

oldugu gosterilebilir. Bu durumda (3.30) ve (3.31) esitsizliklerinden (3.27) elde edilir

ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.25 f:1 € R{ - R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak lizere 0 <a<b <o igin f' € L([a,b]) olsun. Eger |f'|4

fonksiyonu [a, b] tizerinde keyfi &, m € (0,1],p, q, %+ i icin (a, m)-konveks ve

€ [a, b] i¢in |f'(x)| < K ise bu takdirde

£ =52 1, F@du] < min{N'y (), V', (x)} (332)

esitsizligi gergeklenir, burada x € [a, b] olmak {izere

1 1

q (x—a)? K4 ma | o, (b\|9\q (b—x)2
Ve (S )] )

Nll(x) :;l (a+1 a+1|f ( )

(p+1)P

ve

1

(sl G

dir (Latif ve Ark., 2012).

N, (x) =

(p +1)P

Ispat. Farzedelim ki g > 1 olsun. Bu takdirde Lemma 3.2.1 ve Hélder esitsizliginden
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|FG0 — 3= 17 Fandyl

(b-x)% 1\,
—— [, tIf'(tx + (1 = )b)|dt

(x—a)?

<= [ tlf'(tx + (1 - Da)ldt +

s(x a)° (f tP dt)%(follf’(tx+(1—t)a)|th)a+

1

+<b a2k (f £P dt)l(f |If'(tx + (1 — ©)b)|4 dt) (3.33)

yazilabilir. Ote yandan |f’|9 fonksiyonu keyfi bir a,m € (0,1] icin [a, b] araliginda

(a,m) — konveks ve x € [a, b] i¢in |f'(x)| < K oldugundan

JAIF e+ (1 = Da)lde < 254 1 pr (2]

a+1

ve

JAIF G+ (= )by |ade < 25 4 me | (1)

a+1

yazilabilir. Bu nedenle (3.33) esitsizligi

|F G0 — 3=, Fandyl

= - 1 (a+1 a+1|f ( )

(p+1)P

1 1

VGl Q) S e

esitsizligine doniisiir. Benzer sekilde

|FG0 == 7 Fadyl

1

< (Sl G =5 (335

(p+1)P

esitsizligi gosterilebilir. (3.34) ve (3.35) esitsizlikleri (3.32) yi verir ve boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.26 f:1 € R{ —» R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olmak iizere 0 <a<b <o icin f' € L([a,b]) olsun. Eger [f’|?
fonksiyonu [a, b] tizerinde keyfi &, m € (0,1],p, q, %+ % icin (a, m)-konveks ve

€ [a, b] i¢in |f'(x)| < K ise bu takdirde
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[FG0) = 552 J, fwdu| < min{S', (x), 5" (0)) (3.26)

esitsizligi gergeklenir, burada x € [a, b] olmak tizere

_1
5400 = (57| (&5 + 52 | (2)

ve

1 1

VS Gl G S

1 1

' _ (1 1= ( aki q [(x—a)?+(b—x)?

SZ(x)_(z) (2(a+2) a+2 |f ( )| ) [ b-a ]
dir (Latif ve Ark., 2012).
Ispat. Farz edelim ki g > 1 olsun. Bu takdirde Lemma 3.2.1 ve Power-Mean
esitsizliginden

1 b

|F () == [ Fu)du|

(b x)?

s(x 2" f tlf (tx + (1 — t)a)|dt +

f t|f'(tx + (1 — t)b)|dt

(x a)?

< (f tdt) 1(f01t|f’(tx+(1—t)a)|q dt)q

1

£ P ) ([ o+ (- OB d)” (337)

yazilabilir. Ote yandan |f’|? fonksiyonu keyfi bir a,m € (0,1] icin [a, b] araliginda
(a,m) — konveks ve x € [a, b] igin |f'(x)| < K oldugundan

[yt (tx + (1 = Oa)|7dt < : + @i |f' (%)rl

ve
q
e @ opieae < 422 (2)
esitsizlikleri yazilabilir. Bu nedenle (3.37) esitsizligi
1 (b
|F () == [ Fu)du|

< () 7| | ()

1 1

q)a (J;_—C;)z + (a+2 a+2 |f ( )| )q - x) (3 38)
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esitsizligine doniisiir. Benzer sekilde

|FG0 == 17 Fandyl

1
<O GEprlr @I e

oldugu gosterilebilir. (3.38) ve (3.39) esitsizlikleri (3.36) y1 verir ve bdylece ispat

tamamlanmuis olur.

Sonu¢ 3.2.2 f:[a,b] > R, (0 < a < b), f(x) =x",r € R\{—1,0} fonksiyonunu goz

Oniine alalim. Bu takdirde

1 b
L [P £00) = L5(a,b) (3.40)
olacaktir. Dolayistyla (3.11) esitsizliginden x € [a, b] olmak tizere

|x" — L7(a, b)| < min{M"; (x), M'z(x)},

oldugu goriiliir, burada
(. b) _{ rb™ 1t r>1
HRE 2 T Urla, € (=o0,0) U (O, D\(-1}

M (x) =

polet) G-+ 0-0%) | _ma G- ()|+ -0 ()
a+2 b-a 2(a+2) b-a !

M',(x) = L(—a#r(a’b) +m |f’ (£)|) —(x_a)2+(b_x)2] ,x € [a,b]

a+2 2 m b—a

dir (Latif ve Ark., 2012).

3.3. (a4, m)-HA Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi
Tanmm 3.3.1 f: [a, b] — R olmak iizere, eger her x,y € [a, b], t € [0,1] ve ¢ = 0 i¢in

fltx+ A —)y) <tf() + A —Of () —ct(1 — t)(x — y)?

esitsizligi saglaniyorsa f (x) fonksiyonu [a, b] araliginda bir kuvvetli konveks fonksiyondur
denir(He ve Ark. 2017).

Tanmm 3.3.2 f: (0, b] — R bir fonksiyon ve m € (0,1] bir sabit olsun. Eger her x,y €

(0,b] ve t €[0,1] igin

F((E+ m%)_l) < tf(x) +m(1 - D () (3.41)

v
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esitsizligi saglaniyorsa f (x) fonksiyonu (0, b] araliginda bir m —Harmonik-Aritmetik
konveks veya m — HA — konveks fonksiyondur denir. Eger (3.41) esitsizligi ters
yonde saglaniyorsa bu takdirde f(x) fonksiyonu (0, b] araliginda bir m —Harmonik-
Aritmetik konkav veya kisaca m — HA — konkavdir denir (He ve Ark. 2017).

Tamm 3.3.3 f:(0,b*] » R bir fonksiyon ve (a,m) € (0,1]° olsun. Eger her
x,y € (0,b*] ve t € [0,1] igin

F(E+mEYT) <@ +m - €9 0)

v

esitsizligi saglaniyorsa f(x) fonksiyonu (0,b*] araliginda bir (a, m) —Harmonik-
Aritmetik konveks fonksiyon veya kisaca (a, m) — HA — konveks fonksiyondur denir
(He ve Ark. 2017).

Tamm 3.3.4 f: (0,b*] - R bir fonksiyon, ¢ > 0, ve (a,m) € (0,1]% olsun. Eger her
x,y € (0,b*]ve t € [0,1] igin

1-t

F(E+mEYT) < 90+ m1 - €97 0) — et = DG =y ™) (3.42)

esitsizligi saglaniyorsa f (x) fonksiyonu (0, b*] araliginda bir kuvvetli (a, m) — HA —
konveks fonksiyondur denir (He ve Ark. 2017).

Hatirlatma 3.3.1 f(x) = xiz ,x €ER*vem =a = 0.3, ¢ =0.05olsun. Bu takdirde

her x,y > 0vet € [0,1] i¢in

t 1-6\"H _ [ty+m@-6)x]? _ ty?+1-t)(mx)?
f<(x tm y ) ) (xy)? = (xy)?

ve buradan da
%2 +m(1—tDx? —ct(1 -y —x)? - (ty*+ (1 —t)(mx)?>) =0

oldugu gériiliir. Dolayisiyla f(x) fonksiyonu R* {izerinde bir kuvvetli (0.3,0.3) —
HA — konveks fonksiyondur (He ve Ark. 2017).

Bu kisimda amacimiz (a, m) — HA — konveks ve kuvvetli (a,m) — HA — konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizliklerini vermektir. Bunun

icin Oncelikle asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.
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Lemma 3.3.1 f:I < R* - R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b € I°, a < b olsun. Eger f' € L,([a, b]) ise bu takdirde

f@+f(H@b)+f®)  ab (*f&) _b-a
3 b—a x2 " 4ab

X} (2= ) It + (1 - O [HG, (I + (- DTG D)
—[tb™ + (1 = O)[H(a, DI 172f"([tb~' + (1 — O)[H(a, b)] '] ")}dt
esitligi gergeklenir, burada H(a, b) = % dir (He ve Ark. 2017).

Ispat: t € [0,1] i¢in x = (ta™' + (1 — t)[H(a, b)]~H) ! alalim. Bu durumda

[1(E-t) (tat + (1 = O[H@ B2 (k™ + (1 - O[H(a, )] ) Ve

_ 2ab ( f(a) += f(H(a b))) (Zab) faH(a,b)%dx
yazilabilir. Benzer sekilde t € [0,1] i¢in x = (tb~ ' + (1 — t)[H(a, b)]~*)~* alinirsa

[ (E =) @b + (1 = OIH(@ )2 (b~ + (1 - D[H(a, b)) de

=22 (21 + 371G ) + (22) Fyop SR

elde edilir. iki esitlik taraf tarafa toplanirsa istenilen sonug elde edilmis olur.
Teorem 3.3.1 f: (0, b*] = R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € (0,b*],
a < bve f' € Li([a, b]) olsun. Eger |f’'| fonksiyonu keyfi sabit bir c > 0 ve (a,m) €
(0,117 icin (0,b] iizerinde kuvvetli (@, m) — HA —konveks ise bu takdirde

f(a)+f(H(3a,b))+f(b)_ % f: ffzc) dx| (3.43)
Sb—{S(a b;0)|f'(a)| + m[S(a, b;0) — S(a, b; a)] |f (mH(a b))|

—c[S(a,b;1) — S(a, b;2)][a”t — [mH(a, b)]"1]?
+ S(b,a; a)|f'(b)| + m[S(b,a;0) —S(b,q; a)]|f’ (mH(a, b))|
— c[S(a,b; 1) = S(a, b; 2)][[mH(a, b)]*1?}

esitsizligi gergeklenir, burada
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_ [H(a;b)]z a_H(a’lb)
S(a,b,a)—T 2F1 2,(l+2,(l+3,T
2[H(a, b)]? a — H(a, b)
3t D@+ 2) 2\ petbatsi—g —
[H(a, b)]? a—H(a,b)

olup ,F;(c,d;e;z) fonksiyonue > d > 0, |z] < 1 ve ¢ € R olmak tizere

I'(e) 14— —d— -
Fi(e, d;e;z) = W(ee_d)fo t47 (1 - )71 — zt)odt (3.44)

fle taniml1 bir hipergeometrik fonksiyondur (He ve Ark. 2017).

Ispat: Lemma 3.3.1 ve |f’| fonksiyonunun kuvvetli (o, m) — HA —konveksliginden

f(@+f(H(ab))+f(b)  ab_ fb fG dx|
3 b-a’a x?

<2 -ttt + (= M@ I 1 (™t + (1 -

t)[H(a, b))~ 1)|dt (3.45)

-t @b+ (- D@ BRI (b7 + (1 - OH(e, b ) Dld

b—a ]1
<
= 4ab (J,

%— t| (ta™ + (1 — )[H(a, b)) 2 [t*|f'(a)|

+m(1 —t9)|f'(mH(a, b))| — ct(1 — ) (@™t — [mH(a, b)]"1)?]dt
)

+m(1 —t%)|f' (mH(a,b))| — ct(1 — ) (b~ — [mH(a, b)]‘l)z]dt}

1
3 ¢| @71+ (4= OlH@ DI [l b))

esitsizligi yazilabilir. Ote yandan

[ |§ - t| (ta~' + (1 — O)[H(a, b)]"1)2dt = S(a, b; 0), (3.46)
[yt =05 —t| (ta™ + (1 - OH(a b)) ?dt = S(a,b; 1) — S(a, b; 2),

N |§ - t| (ta~' + (1 — t)[H(a, b)]"H~2t%dt = S(a, b; @) (3.47)

oldugundan (3.46) ve (3.47) ifadeleri (3.45) esitsizliginde yerlerine yazilirsa
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f(@)+f(H(@,b)) + f(b) _ab f”f(x) .
3 b—al, *

b — a{ 1

<
~ 4ab (J,
+m(1—t®)|f'(mH(a,b))| — ct(1 — t)(a™* — [mH(a,b)]"H)?]dt
1
o

+m(1 —t9)|f'(mH(a, b))| — ct(1 — £)(b™! — [mH(a, b)]"l)z]dt}

x2

1
St (a4 (- DG DI 2 [e1 (@)

%— t| (th™r + (1 — O)[H(a, b)I™H 2 [¢*|f' (b))

= b—{S(a b; )|f'(@)] + m[S(a, b; 0) — S(a, b; ®)]|f'(mH(a, b))|
—¢[S(a,b; 1) — S(a, b; 2)][a”! — [mH(a, b)]]?
+5S(b, a; )f'(b)| + m[S(b,a;0) — S(b, a; )]|f'(mH(a, b))|
—c[S(b,a; 1) = S(b, a; 2)][[mH(a, b)]* - b~*1?}
elde edilir ve boylece Teorem 3.3.1 ispatlanmis olur.
Teorem 3.3.2 f: (0, b*] — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € (0, b*],
a < bve f' € Li([a, b]) olsun. Eger |f’'| fonksiyonu keyfi sabit bir c > 0 ve (a,m) €
(0,117 icin (0,b] iizerinde kuvvetli (@, m) — HA —konveks ise bu takdirde

f@+f(H(ab)+f(b)  ab_ fb f(x)
3 b—a

]

a x2

b_b{Q(a b: 01)|f (@)| +m 29a®+16[H(a,b)]?-162Q(a,b;a) |f’(mH(a, b))| _

162

116a%+69[H(a,b)]?  _4 —112 '
e [a7 — [mH(a, b)] ]2 + Q(b, a; @) If ()] +

29b%+16[H(a,b)]?

. ~16200.80) | ¢1(mH(a, b))| —

116b2%+69[H(a,b)]? [

4860 b~ — [mH(a, b)]_l]z} (3.48)

162

esitsizligi gergeklenir, burada

(a+1)[2 x 3%+ 2q + 3%+3 + 2]a? + 2[(3**2 + 2)a + 8][H(a, b)]?

Q(a,b;a) = 32¢+3(q + 1)(a + 2)(a + 3)

dir (He ve Ark. 2017).

Ispat: Lemma 3.3.1 den
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f(@+f(H(ap))+f(b)  ab fb f(x)

3 b—a’a x2

dxl <

— ——t| (ta™ + (1 = O[H(@, DI 2| ((ta™ + (1 — O[H(a, D)) | de

+j11
o 13

- t‘ (th~! + (1 — t)[H(a, b)]~1)2 |f’((tb‘1 + (1 - t)[H(a,b)]_l))_1| dt]

yazilabilir. Ote yandan GA-esitsizliginden t € [0,1] i¢in
(ta '+ (1 = ©)[H(a,b)]™ )2 < ta® + (1 — t)[H(a, b)]?

elde edilir. |f'| fonksiyonunun kuvvetli (a, m) — HA —konveksligi kullanilirsa

f(@) + f(H(a,b)) + f(b)  ab f(X) |

3 b—a x?
b—a
<
~ 4ab {
+m(1 —t®)|f'(mH(a,b))| — ct(1 — ©)(a™t — [mH(a, b)]"1)?] dt
S t| (tb? + (1 — O)[H(a, B)D)[t%If' B)]

1 1
.]-
0

3

1
1 |(ta + (1 - O[H(a, B)ID|[e%If' ()]

+m(1 - t9)|f'(mH(a,b))| — ct(1 — ) (bt — [mH(a, b)]‘l)z]dt}

b—a /
=W{Q(a,b; a)lf' (@)l

29a? + 16[H(a, b)]? — 162Q(a, b; a)

+m ) |f’(mH(a, b))|

116a? + 69[H(a, b)]?

—c 2860 [a=! — [mH(a, b)]~1]?

+Q(b,a; a)|f'(b)]
29b2 + 16[H(a, b)]? — 162Q(b, a; a)
162
116b% + 69[H(a, b)]?

—c 2860 [b~1 — [mH(a, b)]_l]z}

|f’(mH(a, b))|

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.3.2 ispatlanmis olur.

Sonug 3.3.1 Teorem 3.3.2 nin kosullar1 altinda, eger @ = 1 alinirsa bu takdirde
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f(@+f(H(ab))+f(b)  ab_ fb fG) dx| <

3 b—a’a x2

{5 [137a% + 37[H(a, D)]*]If ' ()| +

19440ab
5[137b % + 37[H(a, b)121If'(b)| + 5m[37(a? + b?) +

118[H(a, b)1?]|f'(mH(a, b))| — c[116a? + 69[H(a, b)]*][a”

[mH(a, b)]"1]? — c[116b% + 69[H(a, b)])?][b~ — [mH(a, b)]” ]2} (3.49)

esitsizligi gerceklenir.

Teorem 3.3.3 f: (0, b*] — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € (0, b*],
a < bve f' € Li([a,b]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu keyfi sabit birc > 0,q > 1 ve

(a,m) € (0,1]2 icin (0, b] tizerinde kuvvetli (@, m) — HA —konveks ise bu takdirde

f@+f(H(ab)+f(b)  ab fb F(x) dx |

3 b—a’a x2

< bma {(S(azcz/(q D [H(a, b)]29/@- 1))) 1-1/4 [le’(a)lq n

4ab 30+2(g+1)(a+2)
3%(5a?+3a+4)-4 | ( H( b))l 37c ~1 _ [mH( b)]—l)z]l/q N
m2><3“+2(a+1)(a+2) f mtia, 972 muta,

(S(qu/(q—l)’ [H(a, b)]Zq/(q—l)))l_l/q [M If' (D)7 +

30+2(g+1)(a+2)

m 3%(5a2+3a+4)-4 |f (mH(a b))l 37c — [mH(a, b)]—l)z]l/q} (3.50)

2X%3%*2(q+1)(a+2)

esitsizligi gergeklenir, burada S(u, v) fonksiyonu v # u igin

2ul/3L(v2/3 u2/3)—v2/3L(v1/3 u1/3) 4v—2u
3(Inv-Inu)

S(u,v) =

ve L(u, v) logaritmik ortalamasi

v-u

L(u, 17) = {lnv—lnu'

u U=v

u+Fv

seklindedir (He ve Ark. 2017).
Ispat: GA-esitsizliginden t € [0,1] igin
(ta™ + (1 — t)[H(a, b)]"1)~24/@@-1) < g2ta/(a-1D[H(q, p)]21-D49/(a-1)

yazilabilir. Lemma 3.3.1 in yaninda Holder esitsizligi ve | f'|? fonksiyonunun kuvvetli

(a,m) — HA —konveksligi kullanilirsa
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f(@+f(H(@b))+f(b)  ab fb f()
3 b—a’a x2

dxl

1 1-1/q
- t‘ [ath/(q—l) [H(a, b)]Z(l—t)q/(q—l)] dt)

1 1 1/q
x(f 3¢ If’((ta‘l+(1—t)[H(a,b)]‘1)‘1)|"dt>

1 1 1 1/q
+ <f — [bth/(q—l) [H(a, b)]z(l—t)q/(q—l)] dt)
0

11 1/q
X (f S—t|If'((th™ + (1 = t)[H(a, b)] 7)™ dt) }
o 13

< {(S(azq/@ Y, (e, p)o/e)) U N (GURCL

1/q
+m(1 —t%)|f'(mH(a, b))|q —ct(1—t)(a"! — [mH(a, b)]_l)z)dtl
1-1/q [ (1)1
S(b29/@-1 [H(a, b)]?9/@D I —— alf(b)|4
+ (s [H(a, b)]29/@-)) ]0\3 (GIHO!

1/q
+m(1 - t“)|f’(mH(a, b))|q —ct(1—=t)(b~' — [mH(a, b)]‘l)z)dtl }

= b4;b (S(an/(q D [H(a, b)]?9/(a~ 1))) /ql

3%(6a + 3) + 2
39 2(qa + 1) (a + 2)

|f'(@)]?

39(5a%2 + 3a + 4) — 4

+ mo 352 (q + D(a £ 2) |f'(mH(a, b))| - ﬁ(a"1 — [mH(a, b)]‘l)zl

1-1/q[ 3%(6a +3) + 2
2q/(q-1) 2q/(q-1)
+ (S(b ,[H(a, b)] )) l3a+2 (a+D(a+2)
39(5a2 +3a +4) — 4

M2 x3%2(q + 1)(a + 2)

£ (b))

37c v
|f'(mH(a, b))|" - 975 (07! — [mH(a, b)]‘l)zl }
oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.3.3 ispatlanmis olur.

Teorem 3.3.4 f:(0,b*] = R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € (0,b*],
a < bve f' € Li([a, b]) olsun. Eger f fonksiyonu keyfi sabit bir ¢ > 0 ve (a,m) €
(0,117 icin (0,b] iizerinde kuvvetli (@, m) — HA —konveks ise bu takdirde

ab bf(x)+m(2“—1)f(mx) [(1—m)2(a2+ab+b2)+m(b—a)2]
f(H(a,b)) < -— v dx omany (3.51)

ve
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ab b f(x) dx < min {f(a)+maf(mb) maf(ma)+f(b)} _ c(mb-a)? (3.52)

b—ata x2 a+1 ’ a+1 6(mab)?
esitsizlikleri gerceklenir (He ve Ark. 2017).

Ispat: f fonksiyonunun kuvvetli (@, m) — HA —konveksliginden

1 2
f(H(a, b)) = fo f (ta-l+(1—t)b-1+tb-1+(1—t)a'1) dt

< [t + (1= b™) ™) + m2% = Df(m(th™ + (1 - Ha~H)™H)]dt

. c{[(1-m)?+m](a?+b?)+[(1-m)?—2m]ab}
12(mab)?

(3.53)

yazilabilir. t € [0,1]icinx = [ta ™+ (1 — )b~ Tvex =[th™  + (1 — t)a"1]?

alinarak

[y F(ta™ + (1= b)) de = 2 [ LD gy, (3.54)

ab_ bf(mx)
b -a

[, fan(th™ + (1 — Ha™H) Dt = dx (3.55)

elde edilir. (3.54) ve (3.55) esitlikleri (3.53) esitsizliginde yerlerine yazilirsa (3.51)
elde edilir. Benzer sekilde t € [0,1] i¢in x = [ta™ + (1 — t)b™1]~! alinirsa

b
f (926) x

1
= f f(tat+ (@ —-t)bHVdt
0

1 _ 2
< jo lt“f(a) +m(1l —t%)f(mb) —ct(1— t)% dt

_ f(a) + maf(mb) c(mb—a)’

a+1 6(mab)?

oldugu goriiliir. Boylece (3.52) esitsizligi gdsterilmis olur ki bu da Teorem 3.3.4 {in

ispatini tamamlar.

Sonug 3.3.2 Teorem 3.3.4 {in kosullar altinda eger @ = m = 1 alinirsa bu durumda

c(b-a)? ab b f(x) f(a)+f(b) _ c(b-a)?
f(H( b)) t @n)? 12(ab)2 ~ b- afa x2 dx 2 6(ab)?

esitsizligi gerceklenir.
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Teorem 3.3.5 f: (0, b*] = R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € (0,b*],
a < bve f'" € Li([a, b]) olsun. Eger f fonksiyonu keyfi sabit bir ¢ > 0 ve (a,m) €

(0,1]° icin (0,b] iizerinde kuvvetli (o, m) — HA —konveks ise bu takdirde
b b . —
;_—afa fx)dx < ﬁmm{bzzFl(Z,a +La+2;1—ath)f(a) (3.56)

+mab?,F,(1,a + 1;a + 2;1 — ab)f(mb),a’,F,(2,a + 1;a
+2;1=b"ta)f(b) + maa®,F;(1,a+ L;a + 2;1 — b ta)f(ma)}

_ cl(a+b) In(a=1b)-2(b—-a)](mb—a)?
m2(b—-a)3

esitsizligi gerceklenir, burada »Fi(c,d;e;z) fonksiyonu (3.44) ifadesi ile tanimlanan

hipergeometrik fonksiyondur. Ozel olarak @ = m = 1 alinirsa

:Tbaf: f(xX)dx < @blp IHEZ:ZB_(b—a)]f (@)

ab?[(b-a)-aln(a=1b)] _ c[(a+b)In(a""p)-2(b-a)]
(b—-a)? f(b) b-a

olacaktir (He ve Ark. 2017).
Ispat: t € [0,1] i¢in x = [ta™! + (1 — )b~ 1]~ alinirsa £ fonksiyonunun kuvvetli
(a,m) — HA —konveksliginden

L [P f)dx = [J[ta™ + (1= b2 f((ta™ + (1 — )b~ )t

< fol[ta‘1 + (1 =)b 1 ?[t%f(a) + m(1 — t*)f(mb) — ct(1 —t)(a™ ! —
(mb)~1)?] dt

mab?
a+1 2

b? b b
=2 R (2a+La+21-2)f(@) + Fi(La+1,a+21-2)f(mb)

_ [(@+b)In(a~*b)-2(b-a)|(mb-a)?
¢ m2(b—-a)3

elde edilir ve boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.6 f: (0, b*] — R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € (0, b*],
a < bve f' € Li([a, b]) olsun. Eger f fonksiyonu keyfi sabit bir ¢ = 0 ve (a,m) €

(0,1]2 icin (0, b] tizerinde kuvvetli (@, m) — HA —konveks ise bu takdirde
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ab b (a+1)a?+b?
peaJa f()dx < =S f(a)

ma((a+1)a2+(a+3)b2) (a?+b?)(mb-a)?

12(mab)?

f(mb) —c (3.57)

2(a+1)(a+2)
esitsizligi gergeklenir (He ve Ark. 2017).
Ispat: t € [0,1] igin x = [ta™* + (1 — )b~ ]! olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun
kuvvetli (@, m) — HA —konveksliginden

L7 f()dx = [J(ta™ + (1 — b )2 f((ta™ + (1 — )b~ V)t

< fol[taz + (1 —)b?[t*f(a) + m(1 — t*)f(mb) — ct(1 —t)(a™! —
(mb)~1)?]dt

(a?+b?)(mb-a)?
12(mab)?

_ (a+1)a?+b? ma((a+1)a2+(a+3)b2)
- (a+1)(a+2)f( ) 2(a+1)(a+2)

f(mb) — ¢
elde edilir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug 3.3.3 Teorem 3.3.6 nin kosullar1 altinda eger « = m = 1 alinirsa bu takdirde

(2a®+p?)f(@+(a®+2b*)f(b) (a*+b*)(b-a)?
6 12(ab)?

27 f(x)dx < (3.58)

esitsizligi ger¢eklenir (He ve Ark. 2017).

3.4. (a, m)-GA Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu kisimda (a, m)-GA konveks fonksiyon kavrami tanimlanip bu tipten fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri verilecektir.

Tamm 3.4.1 f:1 € R* - R fonksiyonu verilmis olsun. Eger her x,y € I ve
t € [0,1] i¢in

fOaYy'H <tf)+ A -Df Q)
ise bu fonksiyona GA-konvekstir denir (Shuang ve Ark. 2017).

Tanmm 3.4.2 f: [0, b] — R bir fonksiyon, b > 0 ve m € (0,1] olmak iizere eger her
x,y € [0,b] ve t € [0,1] igin

fx+m(1 —-t)y) <tf(x) + mA - )f ()
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esitsizligi gergeklesiyorsa bu fonksiyona [0, b] tizerinde m —konvekstir denir (Shuang
ve Ark. 2017).

Tamim 3.4.3 f:[0,b] — R bir fonksiyon, b > 0 ve (a,m) € (0,1]2 olmak iizere eger
her x,y € [0,b] ve 1 € [0,1] igin
fAx +mA - Dy) < 2%f(x) + m(A — 1% f(y) (3.59)

esitsizligi gerceklesiyorsa f (x) fonksiyonuna [0, b] araligi iizerinde (a, m) — konveks
fonksiyon denir (Shuang ve Ark. 2017).

Simdi baz1 konveks fonksiyon tiirleri i¢in asagidaki teoremleri ispatsiz olarak verelim.

Teorem 3.4.1 f:1° € R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b € 1°, a < b olsun. Eger |f'| fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise bu takdirde

f(a)+f(b) 1 b b-a) (| (@]|+|f' ®)])
[ - L[V fodx| < : (3.60)

esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.4.2:1° € R fonksiyonu I° {izerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b € 1°, a < b olsun. Eger |f'| fonksiyonu [a, b] de konveks ve g > 1 ise

1/q
fl@)+f() 1 b b-a (|f' @]+’ ®)|*
LT [P dx| <= (—2 (3.61)

ve

1/q
a+b 1 b b—a (|f' @) +|r" )|

£ (55) = 5 Jo FO ] < 232 (HRIEOE (362)
esitsizlikleri ger¢eklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.4.3 f: R{ —» R m —konveks ve m € (0,1] olsun. Eger a,b € R vea < b
icin f € L;([a, b]) ise bu takdirde

esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.4.4 f: R§ —» R m —konveks ve m € (0,1] olsun. Eger a,b € R vea < b
icin f € L1([a, b]) ise bu takdirde
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f(ﬂ)< 1 fbf(x)+mf(x/m)dxsm:1 [f(a);rf(b)

: 1 + mf(a/m);rf(b/m)] (3.64)

~ b—a‘a 2
esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Teorem 3.45 12 R¢ bir reel agik aralik ve f:1 - R fonksiyonu I iizerinde
diferansiyellenebilir olmak tizere f' € L([a,b]) , 0 < a < b < o olsun. Eger |f'|4
fonksiyonum, a € (0,1] ve g = 1 olmak tizere [a, b] araliginda (a, m) —konveks ise
bu takdirde

1 1 1 a’+a+2 1
Y1 = D@2 (a + z_a) Vev; = (a+1)(a+2)( 2 z_a)

olmak tlzere

)1—1/q

f@+f®) 1 b b-a (1
2 b—afa f(x)dx|s 2 (2

(3.65)

scain [l @i+ v | (B [ (@ + i i)}

esitsizligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).

Tamm 3.4.4 f: (0,b*] - R bir fonksiyon ve (a,m) € (0,1]° olmak iizere eger her
x,y € (0,b*] ve t € [0,1] igin
faxty™A=9) < e f (x) + m(1 = t*)f () (3.66)

esitsizligi gergeklenirse bu fonksiyona I = (0, b*] iizerinde (o, m) —GA konvekstir
denir(Shuang ve Ark. 2017).

Lemma 3.4.1 f:1<R* > R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a,b € 1°, 0 < a < b olsun. Eger f' € L,([a, b]) ise bu takdirde

f(a)+af(vab)+f(b) _ 1 fb f&x) dx (3.67)

6 Inb-Ina“’a x

_In b;lna fol (t _ %) [al—t/zbt/Zfl(al—t/zbt/z) _ at/Zbl—t/Zfl(at/zbl—t/z)]dt

esitligi gergeklenir (Shuang ve Ark. 2017).
Teorem 3.4.5 f:R* - R fonksiyonu R™ iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € R*,
a<bve f'"€L{([ab]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu (a, m) € (0,1]2 veqg=1

olmak tlizere (O, max{b, bt/ m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks ise bu takdirde
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6 Inb—Inal, x

fl@+4f(Vab) +f(b) 1 f”f(x) dx‘

<lnb—lna[ 1 ]1/q
- 4 20+23a+4 (g + 1)(a + 2)(a + 3)

x {M(H)/q (a,D)[Ny (@, DI (D] +mNs (a, )| (a¥/m)| ]

+M@D/4(b,a) [N, (b, @) |f'(@)|? + mN, (b, a)|f' (b ’“)lq]l/q}

esitsizligi gergeklenir, burada

2[u5/6L(u1/6,v1/6) + u1/2(2v1/2 _ ul/Z) _ 2u1/2U1/6L(u1/3,U1/3)]
3(Inv —Inu)

M(u,v) =

Ny(uw,v) =12u+v)a+ 12(17u+v) + 6
X 3%F2[(u + v)(2a? + 3) + (Yu + 5v)«a]

N,(u,v) = 6%(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(61u + 29v) — 6(10u + 2v)a
—12(17u+v) — 6 X 3% 2[(u + v)(2a? + 3) + (Yu + 5v)«a]

ve

u—v
L =
(wv) Inu—Inv

dir (Shuang ve Ark. 2017).
Ispat: Lemma 3.4.1 ve Power-Mean integral esitsizligi dikkate alinirsa

Inb-Ina

f@+4f(Vab)+f(b) 1 fb@dx

6 Inb-Ina“a x

| <

% fol |t _ §| [al—t/zbt/z|f/(a1—t/2bt/2)| + at/Zbl—t/Z|fl(at/2b1—t/2)|]dt

< Inb-Ina (368)

4

{1y o= arrmrzae) ™[] Je - @t (@) e

(=) "

[fol |t - §| at/Zbl—t/Z|fl(at/2b1_t/2)|th]1/Q}

oldugu goriiliir, burada
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Iy |e =3 a2bt2dt = M(a,b) ve [ |t —3|at/2b"-2at = M(b,a)  (3.69)
dir. |f'|9 fonksiyonu (0, max{b, b/™}] iizerinde (a, m) —GA-konveks oldugundan
Iy |e =3 a*=+/2bt72| " (ar=t/24/2) |
< Jy [t =3 a2 2 [S1F )1+ m (1= S) | (@) at

<fle=3ll(t=5)aszel Er @ +m(1-5) I (@m)[ ] a

_ Ny(@b)|f' )| +mNy(ab)|f (at/m)|?
T T 2at2xzati(gr1)(at2)(atd)

ve

I ’ m\ |4
L), 1 j2p1-t/2| pr{at/2pi-t/2\|9 5, _ Nib@|f @] +mN,(b,a)|f" (b2/™)|
fO |t 3| a’"h |f (a b )l dt = 20+2x3a+4(g+1)(a+2)(a+3) (3'70)

oldugu goriiliir. (3.69) ve (3.70) ifadeleri (3.68) esitsizliginde yerlerine yazilirsa iddia

saglanir ve bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.4.1 Teorem 3.4.5 in kosullart altinda eger ¢ = 1 alinirsa bu durumda

f@)+4f(Vab)+f(b) _ 1 b f(x) dox | Inb-lna
6 In b—lna — 6*t2(a+1)(a+2)(a+3)

{ [N1(b, ) |f"(@)| + Ni(a, b)|f'(b)I] } (3.71)

+m[N2 (a, b)lfl(al/m)l + Nz(b, a) |fr(b1/m)|]
esitsizligi gerceklenir(Shuang ve Ark. 2017).

Sonu¢ 3.4.2 Teorem 3.4.5 in kosullar1 altinda eger « = m = 1 alinirsa bu durumda

fl@)+4f(Vab) +f(b) 1 beoo .
Inb—1Ina x

6
Inb—1lna 1
<
- 4 (3><64’>

x {M~V/4(q,b)[(211a + 137b)|f'(b)|4

1/q

+ (521a + 211b)|f' () |9] V4
+ M@=V/4(b,a)[(137a + 211b)|f'(a)|4
+ (211a + 521b) |f'(b)9]2/9}
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esitsizligi gergeklenir(Shuang ve Ark. 2017).

Sonu¢ 3.4.3 Teorem 3.4.5 in kosullar1 altinda eger « = m = q =1 alinirsa bu

durumda

f@+af(Vab)+f(b) 1 bf(x) dx |
6 lnb—lna

< (Inb-1na)[(329a+211b)|f'(a)|+(211a+329b)|f’ (b)|]
< e

(3.72)

esitsizligi gergeklenir(Shuang ve Ark. 2017).
Teorem 3.4.6 f:R* - R fonksiyonu R™ iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € R*,
a<bve f'"€L{([ab]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu (a,m) € (0,1]2 veqg>1

olmak tlizere (O, max{b, pl/ m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks ise bu takdirde

f@+4f(Vab)+f) 1 [rre f(x) dx | Inb-Ina ((g-1)[2@4-D/@-D1]\' 7/ y
6 Inb-Ina - (2q-1)3a-1/(q-D

222 (q+1)(a+2)

[—1 ]1/q {[2[(a +3)a? + (a + Db|f' (b)|? + m{[3 x 2%(a + 1)(a +
2) —2(a+3)]a? + (a + D[2%(a + 2) — 2]bq}|f’(a1/m)|q]1/q +[2[(a +
Da? + (a + 3)b|f ' (@)|? + m{(a + D[2%(a + 2) — 2]a? + [3 X 2%(a +

D(a+2) - 2(a + 3)]bq}|f’(b1/m)|q]l/q} (3.73)

esitsizligi gergeklenir(Shuang ve Ark. 2017).

Ispat: |f'|9 fonksiyonu (O, max{b,bl/m}] araligr tizerinde (a, m) —GA-konveks

oldugundan Lemma 3.4.1 ve Power-Mean integral esitsizligi dikkate alinirsa

f@+4f(Vab)+f(b) 1 fb@d

6 Inb-Ina“’a x

x|S

< lnb—lnafol |t _ 1| [al—t/zbt/z|f/(a1—t/2bt/2)| + at/Zbl—t/Z|f/(at/2b1—t/2)|]dt
4 3
1-1/

< mblna {(fol |t - §|q/(q_1) dt) ! [fol aQ(l—t/Z)bqt/Z|f/(a1—t/2bt/2)|q dt]

4

1/q

B 1-1/
N (fol |t _ §|q/(q 1) dt) a [fol aqt/zbq(l_t/z)|f/(at/2b1—t/2)|q dt]l/q}
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< Inb-lna (q-D)[2@a-D/@-1 1] 1-1/q
- 4 (2q-1)3(2a-1/(q-1

% {[fol [(1 B é) at+ %bq] (;_Z lf'()T+m (1 — ;_Z) |f'(a1/m)|q) dt]l/q N
+[1 e+ (1=2)p9] (1P @17+ m (1 =5) |/ (62/™)|") dt]l/q}

__Inb-lna ((q-1)[229-D/@-1D14] 1_1/q( 1 )1/‘?
- 4 (2q-1)3(2a-1/(q-1 202 (g+1)(a+2)

X {[2[(a + 3)a? + (a + 1)b]|f'(b)|4
+m{[3 X 2% a+ 1)(a+2)—2(a+ 3)]al

+ (@ + D[2%(a + 2) — z]bQ}|ff(a1/m)|q]1/q
+[20(a + Da? + (@ +3)b|f (@)1
+m{(a + D[2%(a + 2) — 2]al

+[3%2%a+ D(a+2) —2(a+ 3)]bq}|f’(b”’")|q]1/q}

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.4.6 ispatlanmis olur.

Sonug¢ 3.4.4 Teorem 3.4.6 nin kosullar1 altinda eger « = m = 1 alinirsa

f@)+af(Vab)+f(0) 1 fbf(x) dx |
6 Inb-Ina

Inb-Ina 1/4 ((g-1)[22a-1/@-1 1]\ 174
=73 (48) ( (2q-1)3@a—D/(@-1D) ) x {[(8a? + 4b")|f'(b)|? + (28a +

8bN)|f'(@)| 1]V + [(4a? + 48)|f"(a)|7 + (8a? + 28b9)|f'(b)|1]"/} (3.74)
oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.7 f:R* - R fonksiyonu R* iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € R*,
a<bve f'"eLi([a b]) olsun. Eger |f'|? fonksiyonu (a,m) € (0,1]2 veqg>1

olmak iizere (O, max{b, b/ m}] tizerinde (a, m) —GA-konveks ise bu takdirde

fl@+af(Vab)+f() 1 bf(x) do |
6 lnb—lna

<

Inb-Ina ( 5 )1—1/q
4 18
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X ( ! )l/q {[{[12(5a +17) + 2 x 39t3(2a? + 9a + 3)]a? +

20+2x3a+4 (g +1)(a+2)(a+3)
6 X [2(a+ 1) +3%t2(2a? + 5a + 3)|p9}|f'(b) |7 + m{[61 x 6%(a + 1)(a +
2)(a+3)—12(55a+17) — 6 x 3*"2(2a? + 9a + 3)]a? + [29 x 6%(a + 1)(a +
2)(a+3)—12(a+1) — 6 x3%2(2a? + 5a + 3)]bq}|f'(a1/m)|°’]1/q +
[{[12(5a + 17) + 6 x 3%*2(2a? + 9a + 3)]b7 + 6 X [2(a + 1) + (2a® + 5a +
3)3%+2]a%}|f'(a)|? + m{[61 X 6%(a + 1)(a + 2)(a + 3) — 12(5a + 17) — 6 X
3%*2(2a? +9a + 3)]p1 + [29 x 6%(a + D(a+ 2)(a +3) —12(a + 1) — 6 X

39+2(2q% 4 5a + 3)]aq}|f’(b1/m)|q]1/q} (3.75)

esitsizligi gergeklenir(Shuang ve Ark. 2017).

Ispat: |f'|¢ fonksiyonu (O, max{b,bl/m}] aralig1 tizerinde (a, m) —GA-konveks

oldugundan Lemma 3.4.1 ve Power-Mean integral esitsizligi dikkate alinirsa

f@+4f(Vab) +f(b) 1 fbf(")d
6 Inb—1Inal, x x

< lnb—lnafol |t _ %l [al—t/zbt/z|fl(a1—t/2bt/2)| + at/Zbl—t/Z|fl(at/2b1—t/2)|]dt

- 4
_Inb—Ina 01 t 1|dt>1‘1/"Ul
B 4 0 3 0

1 . 1/q
_ | ga@-t/2paqt/2| £1( ,1-t/2},t/2
[ttt paus| g (qr-vzper)) dtl

=D

1 ‘ 1/q
_§| adt/2pa0=t/2)| 1 (gt/2p1-t/2)| dtl }

t

t
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Al o

lnb—lna(S)l_l/q 1
< [—
=" 2 18 fo

ta

(1= 2 @) dtr/q

i

rm(1-2) 1P (0m)) dtr/q}

s (-l G

_Inb—Ina 5\ 1 v
B 4 (E) (2“+2 X34 (a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)) {[{[12(50{ +17)

+2x3%3Q2a?+9a +3)]a? +6

X [2(a + 1) + 3%*2(2a? + S5a + 3)]b9} f'(b) |1
+mf{[6l x6%*(a+1)(a+2)(a+3)—12(a+17) —6
X 3%*2(2a% + 9a + 3)]af

+[29%x 6%  a+ 1)(a+2)(a+3)—12(a+1)—6

x 37%2(202 + 5a + 3) N f' (a/™)[ ]

+ [{[12(5a + 17) + 6 x 3**2(2a? + 9a + 3)]b7 + 6

X [2(a+ 1) + 2a? + 5a + 3)3%*?]a%}|f"(a) |4
+m{[61x6%(a+ 1)(a+2)(a+3)—12(a+17) —6

x 3%%2(2a% + 9a + 3)]b1
+[29%x 6%  a+ 1)(a+2)(a+3)—12(a+1)—6

X 39+2(202 + Sa + 3)]aq}|f/(b1/m)|q]1/q}

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.4.7 ispatlanmis olur.
3.5. (@, m) —Konveks Fonksiyonlar I¢cin Simpson Tipli Integral Esitsizligi

Bu kisimda mutlak degerce birinci ve ikinci tiirevlerinin kuvvetleri (a, m) —konveks
fonksiyonlar i¢in Simpson tipli integral esitsizlikleri verilecektir. Bununla ilgili olarak

oncelikle asagidaki Lemmay1 ifade edelim.
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Lemma 3.5.1 f:I S R{ — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olmak tizere a, b € I°, a < b olsun. Eger f' € L1([a, b]) ise
b 1 b
s|f@+6f (52) + FB)| - = 1) FGdx

S ) (o Q=02 ¢ (=) (22 )| @70

4
esitligi saglanir.

Ispat: Kismi integrasyon uygulanarak

fol(z—t)f (ta+(1—t)ﬂ)dt

a+b

== [C- o) (cat - 0=)| + [ f (ta+ (1 - 0 22) ]

=—Z|-2f@-f ()| -Z ) f(ta+ 1 -=2) a
i@+ ()] - fa+bf(x)dx

ve
I G - t)f ( ALy t)b) dt

(G- amon) s frezte a-on)al

b—a
a+b

Z [ fED -] - bi—af CF(¢52+ (- op)ae
2 [3 f(522) +3r)] -5 fm F(x)dx

b—-a
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5.1 f: R¢ — R fonksiyonu R{ iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b€eRE, a<bve f'€Li([a b]) olsun. Eger (a,m) € (0,1]2 ve g = 1 olmak

tizere |f'|? fonksiyonu [O, %] tizerinde (a, m) —konveks ise bu takdirde

S[f@+6f (52) + £ (0| = 5= [ F(0)x| (377)
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b —a 5 3a+2 + 22a+1a _ 22a+2

1-1/q
< (%) {[ Zeri@+ D+ | O

9 x 2%2a+1 _ 2 % 3a%2 L 11 X 2%2%q 4+ 5 X 2%%q?
22¢t4 (g + 1)(a + 2)

a+ by 91
m f,<2m>|l

N 3 x 22atlg 4 p2a+2 4 q ’ ,(a + b)"’

22a3(a + 1) (a + 2) f 2

220+1 4 3 % 220 4 5 x 228q2 — 2| by 19]Y*
tm 22¢+t4 (g + 1)(a + 2) ‘f (E)‘ l

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: |f’|9 fonksiyonu [0, %] tizerinde (a, m) —konveks oldugundan Lemma 3.5.1

ve Power-Mean integral esitsizligi géz Oniine alinirsa

a+b

5[f(@+6f (52) + £ 0] - = [ FG0)dx|
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b—a
+f11 t”’(ta+b+(1 t)b)‘dt
o 14 f 2
<b—a .[‘13 tdt
< i
+(f11 ]d>
— —t|dt
o 14
b—a(5 HM{
<= (3)
4 \16
/(a+b)|q dt 1/a
f 2m
o] (e () e - e
4 '\ m )
b—ars5 1-1/q 3a+2 4 o2a+l, _ p2a+2
g (E) [22“+3(a+1)(a+2)

gk t||’<t + (1 t)a+b)|dt
2 e 2

—_ t| |f ta+(1—-1t) —)|q dtr/q

- t‘ ‘f t—+ 1- t)b>|q dtr/q}

113
1‘t|<t F @l

+m(1 —t%)

r@))al |

If (@]

9 x 22a+1 _ 2 % 3%+2 4 11 X 2%%q + 5 X 22%?
22at4 (g + 1) (a + 2)

3x22“+1a+22“+2+1| ,(a+b) 1
2283 (a + 1) (a + 2) 2

+m

f' (“Jf)lqll/q

o A BX 2t 5 X 2% =2 (b |‘T/"}
m —

22at4 (@ + 1) (a + 2)

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.5.1 in ispati tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.5.1 Teorem 3.5.1 in varsayimlar1 altinda eger g = 1 alinirsa, bu durumda

5[f@+6f (52) + £ 0] - = [ F(0)dx| (3.78)

62



b —a 3a+2 + 22a+1 _ 22a+2
4 22¢t3 (g + 1)(a + 2)
9 x 220+l _ 2 x 3%+2 1 11 x 2%%q + 5 X 22%q?
22at4 (g + 1) (a + 2)

3x 2% g +22¢%2 41 ra+b

22at3(a + 1) (a + 2) | ( 2 )|

2201 + 3 x 2% 4+ 5x 2%%* =2 _ (b
2204 (g + 1) (a + 2) | <_>”

If' (@)l

+m

()

_.|_

+m
m

esitsizligi gergeklenir.

Sonug¢ 3.5.2 Teorem 3.5.1 in varsayimlar altinda eger « = m = 1 alinirsa

S[F @ +6f (52) + £ (0| = 5= [ F(0)x|

/
_50-a) [19|f @] +41]s" (“”’)|ql1 ! N [41\;‘ (42)"+ 10 )]+

64 60 60 (3.79)
esitsizligi gergeklenir.
Sonug¢ 3.5.3 Teorem 3.5.1 in varsayimlar altinda eger « = m = q = 1 alinirsa
S[F (@ +6f (52) + £ (0| 5= [ F (o) x|
» 5(b3;a) [19|f’(a)|+82|f1£‘;+b)|+19|f (b)|l (3.80)

esitsizligi gergeklenir.

Teorem 3.5.2 f: R¢ — R fonksiyonu R{ iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b€eRE, a<bve f'€Li([a b]) olsun. Eger (a,m) € (0,1]2 ve g = 1 olmak

tizere |f'|? fonksiyonu [O, %] tizerinde (a, m) —konveks ise bu takdirde

E[F @+ 6f (52) + £ (0| = = [ F (o) x|
s rem] o {rer sl e

sl I sl G s

esitsizligi gerceklenir.
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Ispat: |f'|9 fonksiyonu [0, %] tizerinde (a, m) —konveks oldugundan Lemma 3.5.1

ve Power-Mean integral esitsizligi géz oniine alinirsa

S[F (@ +6f (52) + £ (0| = 5= [ F (o) x|

a+b a+b

sEe Rl (o 002 e (22 o)

{(f |'_ |q/(q ’ )1_ q[fol|f (ta+(1 t)ﬂ)| dt]l/q

1—1/ 1
(f |-t |q/(q Y ) q[f01|f (622 + 1 - op)|" at] /q}

< bma[@-n(EeIT/ @) i
= 22(2q4-1)/(q-1(2¢-1)

{[f (talf @)?+m(1-1t% |f (a+b)| )dt]l/q

e @)+ ma - | () a]

__b-a (q_l)(3(2q—1)/(q—1)+1) 1-1/q
T4 22(2q-1/(@-D(2¢g-1)

e T IR AC RETACI

oldugu goriiliir ve boylece Teorem 3.5.2 in ispati tamamlanmais olur.

Sonug 3.5.4 Teorem 3.5.2 nin varsayimlari altinda eger ¢ = m = 1 alinirsa

E[f@+6f (52) + F®)| - 5= [ FG0a]

< bma[@@-1)(E*I"V/@ V1) i
= 22(2q-1)/(q-1)(2¢g-1)

1/q q 1/q
I @| "+ (<2 (D) 1wl
{ o) -

oldugu gortiliir.
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Simdi ortalamalar i¢in bazi integral esitsizliklerin elde edilmesinde (a, m) —konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli bazi esitsizliklerin uygulamasini verelim.

Bu amagla b > a > 0 pozitif sayilar olmak iizere s # 0,—1 i¢in

__a+b __ 2ab b-a v
A(a; b) - Tr H(ar b) - m’ L(a' b) " Inb-lna

ve L,(a,b) =

pS+l_gs+l
(s+ 1)(b—a)]

ortalamalarin1 tekrar géz oniine alalim.
x>0, s>1,qg=1 ve(s—1)q =1 olmak lizere f(x) = x° fonksiyonu verilmis
olsun. Bu takdirde |f'(x)]9 = s9x~14 fonksiyonu (0, ) araliginda konvekstir. Bu

durumda eger |s|9x~D4 fonksiyonuna Sonug¢ 3.5.2 uygulanirsa asagidaki teorem

verilebilir:

Sonu¢ 3.55b>a >0, s>1, g =1ve(s—1)qg = 1 olsun. Bu takdirde

A(a®,b%)+345(a,b)
4

— 13(a,b)|

1/q

< 5s(b—a) {[19a(5—1)q+41[A(a,b)](s—1)q]

41[A(a,b)]S~Da+19p(s—1q 1/q
= 0 +| ] (3.83)

60

esitsizligi gergeklenir. Ayrica eger s > 2 alinirsa

A(a®,b%)+345%(a,b) 55(b—a) [19a5~1+82[A(a,b)]*~1+19p5~1
| 4 ~ Li(a, b)l = 32 [ 120 ] (3.84)

oldugu goriiliir.

Oteyandan x >0, s >1, g =1 ve (s — 1)q = 1 olmak iizere f(x) = x° almarak
Sonug 3.5.4 ten asagidaki esitsizlik tiiretilebilir.

Sonu¢ 356 b>a>0,s>1, q=1ve (s—1)qg = 1 olsun. Bu takdirde

A(a®,b5)+3A5(a,b)

[FE Y (e, )|

_ s-a) [(a=D(3Z4-D/@-D 1) 1-1/q
- 32 22(2q—1)/(q—1)(2q_1)

(3.85)

% {[a(s—l)q+[A(a,b)](S‘”"]1/q n [[A(a,b)]“‘l)q+b(s—1)q]1/‘7}
2 2

esitsizligi gergeklenir.
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Daha sonraki kistmda mutlak degerce ikinci tiirevlerinin kuvvetleri (a, m) — konveks
fonksiyonlar i¢in Simpson tipli integral esitsizlikleri verilecektir. bunula ilgili olarak

once asagidaki teoremleri ifade edebiliriz.

Teorem 3.5.3 f:1 c [0,b*] > R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a,b €I, a < b ve b* > 0 olsun. Eger (a,m) € (0,1]° ve ¢ > 1 olmak

tizere |f"'|? fonksiyonu [a, b] tizerinde (a, m) —konveks ise bu takdirde

f(a)+f(mb) 1 fmbf(x)dx|
a

2 mb—a
b—a)? 1-1/q ., .
< E ()T Gl @19 + vaml ()] (3.86)

esitsizligi gergeklenir, burada

—— 1 _1__ 1t
T (a+2)(a+3) V1= 57 (ar2)a+3)

dir (Ozdemir ve Ark. 2011).

U

Teorem 3.5.4 f:1 c[0,b*] > R I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b€l, a<bveb”>0 olsun. Eger (a,m) € (0,1]2 ve g > 1, %+$: 1 olmak

tizere |f''|? fonksiyonu [a, b] tizerinde (a, m) —konveks ise bu takdirde

LOmD) _ L ™ £ )| < P20 Gy |7 (@)% + vymlf (B)|91/9 (3.87)

2 mb—a 2

esitsizligi gergeklenir, burada

_q -1 _
#2—a+q+1ﬁ(a+1;Q) ve Va =g T e

dir (Ozdemir ve Ark. 2011).

Simdi asagidaki Lemmay1 verebiliriz.

Lemma3.5.2 f:1 c [0,b*] = R fonksiyonu I° tizerinde iki kez diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olmak tizere a,b € [°, 0 < a < b < o olsun. Eger " € L,([a, b]) ise

JOH0) 4 2 p(20) - 2 [ f(x)dx

r(r+1) r+1 2 r(b—a)

= (b—a)® [, k()f"(ta + (1 — t)b)dt (3.88)

esitligi saglanir, burada
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P CRE S
a-0(-7) celi

1
dir (Park,2012).
Teorem 355 f:1c[0,b*] > R I° iizerinde iki kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b €I, a < b, " € L,([a, b]) ve b* > 0 olsun. Eger (a,m) € (0,1]7

olmak tizere |f"'| fonksiyonu [a, b] tizerinde (@, m) —konveks ise bu takdirde

@) | 2 (0) 21 ()|

r(r+1) r+1 2 r(b—a)

1
(b-a)?

143 rn b
= {U11 + p1p + paz + a3 (@] + {vig +vip + Vi3 +vim |f (g)| (3.89)

esitligi gergeklenir, burada
1
r(r+1)%t3(a+2)(a+3) '’

U1 =

1
Vi =—=—
117 s H11,

293 (r+ 1) 2{(a+2)r—(a+4)}

Hiz = 20431 (r+1)@+3 (q+2) (a+3)
N r3-3r+2
12 7 24r(r+1)3 Hiz,

_ r@*t 1340421} 4+(1-r)a?-14r+(5-71)a
M3 = i evs(aa@r2)(@+3) | 2003 r(r+ D) (a+ D(@+2)(a+3)’
Vou = r3-3r+2

137 24r(r+1)3 Hi3,
i _ (a+1-2n)(r+ D)% 2+ 3+ a+2ri(a+1-2r)r*t?
14 — )

r(r+1)a+3(a+1)(a+2)(a+3)

1
Vv = —_—
14 1r(r+1)3 Hia

dir (Park, 2012).

Ispat: Lemma 3.5.2 ve |f"'| fonksiyonunun (a, m) —konveksligi dikkate alinirsa

1 |f(a)+f(b) 2 a+b 2 b
+ _f (T) N r(b—-a) fa f(x)dx|

(b-a)?2 | r(r+1) r+1
< (-2 [ (5 ¢)| If"(ta + (1 = )t
1 rn
2 |(1 -0 (- r—il)| |f" (ta+ (1 —t)b)|dt (3.90)

esitsizligi yazilabilir. Simdi (3.90) ifadesindeki iki integrali ayr1 ayr1 hesaplayalim.
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1/2 |t
Jo

S -] Ifta+ (1 - o)b)lat
< [t (G- O el @l ma - e (2) [} ae
+ [ (e =) el @1+ m@ - e | (2) [} at

r+1

= {1y + I @1 + iy +vigdm |7 (2))| (391)

ve

I (-0 G==5)|If"ta+ (1 = )b)lat

< [0 -0 () e @i ma e | () e

r+1 T

+ 2 -0 G- {elr @l +ma - | ()]} ae

1 r+1

= {13 + adlf @] + vis +vidm |17 (2)] (392)

oldugu goriiliir. (3.91) ve (3.92) deki degerler (3.90) da yerlerine yazilirsa istenilen

sonug elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.5.6 f:1c[0,b*] > R I° iizerinde iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a,b €1, a < b, f" € L,([a,b]) ve b* > 0 olsun. Eger (a,m) € (0,1]2
olmak tizere |f"]9, q > 1, %+ é = 1 fonksiyonu [a, b] tlizerinde (a, m) —konveks

ise bu takdirde

1 fla)+f(b) 2 a+b 2 b
-2 | rr+1) +af (T) T r(b-a) fa f(x)dxl

r3-3r+6

1/q
= 2arri1)? [{{Hn + udf" @9 + {vig +vipdm |f' (%)rl}

1/q
n ! b q
+ {{/«‘13 + g @] + {vi3 + viadm |f (;)| } ] (3.93)
esitligi gergeklenir, burada u;; ve v;j, i,j =1,2,3,4 ler Teorem 3.5.5 te verildigi
gibidir (Park, 2012).
Ispat: Farzedelim ki g > 1 olsun. Lemma 3.5.2 ve Hélder esitsizligi dikkate alinirsa

1
(b-a)?

L@ 0) , 2 p ()

r(r+1) r+1 2

7 F(x)dx|

r(b a)
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()

< 0 -ar{f;
<AL 7 [ (5 = o) 17 ea+ (1 - t)b)lth}l/q

A {la-o(-5)|e™

<1l -o =21 e+ @ - opeae

r o r+1
1
{r —-3r+6 }p { 1/2
24r(r+1)3

HEZs (1 =0 (S= 2|1 (a + (1 - t)b)lth} (3.94)

24r(r+1)3 r o T+l

—(i - t)| If"(ta + (1 — t)b)lth}l/q

r+1

oldugu goriilir. |f"]9 fonksiyonu [a, b] tizerinde (@, m) —konveks oldugundan

1/2 |t
s

(-] 1f(ta+ (1 - Ob)|9dt
< Guar + il @1 + g+ vidm | ()] (3.95)
ve

f11/2 |(1 t) (_ - _)| |f""(ta + (1 —t)b)|dt

r+1

" 1 (Db q
< s + " (@17 + {vis + viudm |f (;)| (3.96)
esitsizlikleri yazilabilir. Simdi (3.94), (3.95) ve (3.96) esitsizliklerinden

1 |f(a)+f(b) 2 a+b 2 b
+_f( 2 >_r(b—a)fa f(x)dxl

(b-a)2 | r(r+1) r+1 2

3 ’
r3-3r+6 [{{Mn + w3 (@) + {vyg + vizim |f’ (%)|CI} q

T 24r(r+1)3

1/q
" e q
+ {{#13 + w3l f (@7 + {viz + viadm |f (Z)| } ]
elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonug 3.5.7 Teorem 3.5.5 te

a) Eger r = a = 1 segilirse bu durumda

f(a)-zi-f(b) _I_f(%)

(b-a)?

=1, fedx] < S @l +m | (7))
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b) Eger r = 2, m = a = 1 segilirse bu durumda

KOO 4 25 (400) - 2 ? o] < S22 15 @)1+ IF B}

esitsizlikleri elde edilir (Park, 2012).
Sonug 3.5.8 Teorem 3.5.6 da

a) Eger g > 1 segilirse bu durumda

Larf©) | 2 p(ath) | _2 g pygy

r(r+1) r+1 2 r(b—a)

QR

— 24r(r+1)3

< I8 (- a2 {{ml + il @I+ oy + vighm|f (%)r}

1/q
* {{MB + 7@ + iz + vigdm |f' (%)lq} ]

b) Eger ¢ > 1 ver = a = 1 segilirse bu durumda

@) | 2 p (@) 2P ¢y

r(r+1) r+1 2 r(b—a)

1

< im0 = 0| G @1 ()

1 1 , b\ 1
e (@i mlr (D)
esitsizlikleri elde edilir(Park, 2012).

Teorem 3.5.7 f:1c[0,b*] > R I° iizerinde iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a,b €1, a < b, f" € L,([a,b]) ve b* > 0 olsun. Eger (a,m) € (0,1]2
olmak tizere |f"']9, q > 1, %+ $ = 1 fonksiyonu [a, b] lizerinde (a, m) —konveks

ise bu takdirde

fla)+f(b) 2 a+b 2 b
+ _f (_) - r(b—a) fa f(x)dx|

r(r+1) r+1 2

1
(b-a)?

SQmmemm+mmV@Wfq
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1

2 | {taal 7 @19 + v | (2|

1

2 | {iasl " @19 + v | (2|

1

2| (s £ @1+ v |1 (2)[} (397)

esitligi gerceklenir, burada

B(x,a,b) = [ t971(1 - )>~tdt, a,b >0

1

B, - pt+1)
Ml(T') = 2 y
220+19D (r41)2P+1
1 2
My(r) = B(1, —3-p, p+1)-4PB(=5, —1-2p, p+1)
2 4P+1pD (r41)2PH1 )
(~DPHIRET, p+1, pt+l)
M3 (T) = 2 y
rP(r+1)2pr+1
B(1, p+1, p+1)
M, (r) = rP(r+1)2p+1 ’
ve
Ha1 = (r+1)®+1(a+1)(a+3) ' 21~ h ~ Ha1
_ (r+patipett T o
H22 = Sariginatiarn 22 = 304 Hez
2a+1ra+1_(r+1)a+1 r—1
H23 = Zarignyariqarn) Va3 T gy Hew
(T+1)a+1_ra+1
Haa = (r+1)@+1(q+1) Vaa = r+1) ~ Haa

dir (Park, 2012).

Ispat: Lemma 3.5.2 ve Holder integral esitsizligi dikkate alinirsa (3.90) dan

fla)+f(b) 2 a+b
r(r+1) +mf( 2 ) r(b— a)f f(x)dx|
1Y 1/p L 1/q
< (b - a)? l ¢ m—t)} dt} {for+1|f”(ta+(1—t)b)|th}

+ {fl/z {5 (t - L)}p dt}l/p {fizlf”(ta +(1- t)b)lth}l/q

r+1

a0 (-9 o " ca s a- omra
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Ht {a-o(H-9) dt}l/p {17 (ta + (1 - Op)|oae] l (3.98)

r+1 T+l r r+1

esitsizligi yazilabilir. |f"'| fonksiyonu [a, b] tizerinde (@, m) —konveks oldugundan

[ e+ (1= ORI < @I+ vam [ (2)]' (399

L1 (ke + (1= O)19de < " @I + v £ (2)|, (3:200)

flr/+21| f'(ta + (1= Ob)|dt < iy f" (@) +voem |f' () ! (3.101)
q

[31f"(ta + (1 = DB)|9dt < ppalf" (@]9 + voum |f ( )| (3.102)

r+1

oldugu goriiliir. (3.98)-(3.102) esitsizliklerinden istenilen sonug elde edilir ve bdylece

teoremin ispati tamamlanmais olur.
Sonug 3.5.9 Teorem 3.5.7 de

a) Eger r = a = m = 1 segilirse bu durumda

f(a)+£(b) a+b 2 b
;. tf (T) T b-a) fa f(x)dx|

(s 2 oo, 3., 1/q
<(b-a?[i—Za—t I @I+ ®)Ie]

1/q
) O LR T O ] (3.103)
b) Eger r = 2 ve @ = m = 1 segilirse bu durumda

f@+f(®) | 2, (a+b
6 +3f( 2 )

[7 F(x)dx|

(b- a)
g, L pin) P
< (b-a) {W} { If" (@I + If (b)lq}

1/q

L 2 1/p
272P21p(1, ——p, p+1)-B(3 1-2p, p+1 .
+{ e iy b )} I @17+ Z1f (b))

1/q

{ZFl(pH. -p, P2, 5

_) 1/p
62P+1(p+1) 2} { UG )|q+ |f (b)lq}
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B, 1+p, p+1) ﬁ(z 1-2p p+1) 1/p /4
) ) it °1 B —2P, 5 " 1 ,
+{ P } I @19+ = 17(1)19) (3.104)

esitsizligi gergeklenir, burada

2fi(a,b,c, x) = Zfzow, 0<x<1

(©nn!
dir (Park, 2012).
Teorem 3.5.8 f:1c[0,b*] > R I° iizerinde iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a,b €I, a < b, f" € L,([a,b]) ve b* > 0 olsun. Eger (a,m) € (0,1]*
olmak tizere |f"]9, q > 1, %+ % = 1 fonksiyonu [a, b] tizerinde (a, m) —konveks

ise bu takdirde

fla)+f(b) 2 a+b 2 b
+ _f (T) N r(b—a) fa f(x)dxl

r(r+1) r+1

1
(b-a)?

< (ommrrs) @1 vam | (2)[)

1/q

+ {2P+1(r(:1_);)fl(p+1)}1/p {“32|f”(a)|q +Vsm |f, (%)rl}

1/q

Hamma ) sl @1+ vigm | (2)])

+ {m}lm {/134|f”(a)|q +v3am |f’ (%)rl}l/q (3.105)

esitligi gerceklenir, burada

1
M1 = rd(r+1)ata+tl(g+q+1) '’
Vv _ 1
31 7 ra(r+1)a+1(g+1) M1,

(r+1)@+a+1_pa+q+1

Haz = 20+q+1(r+1)a+q+1rq(q+q+1) '

(r+1)at1—_2q+1
V3p = -
32 7 2a+1(r4+1)4+1rq(q+1) Hs2,

HU3z3 :ﬁ(L

1+r

2F1(a+1,a+q+1,a042,-1)
a+1

, a+1, q+1)—

(r+1)4t1-2a+1
Vo3 = - ,
23 20+1(r+1)4+1(g+1) SEE

Use = B(1, a+1, p+1)—,8(1L+r, a+1, q+1),
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1
Vyy = ———— —
34 (r+1)4*1(q+1) U3z

dir (Park, 2012).

Ispat: Lemma 3.5.2 ve Hélder integral esitsizligi dikkate alinirsa (3.90) dan

1

fl@+f®) | 2 a+b
r(r+1) +mf( 2 ) r(b— a)f f(x)dx|

(b-a)?
(- Of o {5 e a-omiead
=) af " e s - omrear]™
{9 o fga -0 v a-opra "

-2 a " {ra-oureara- t)b)wt}”q]

r+1

1

{“’“)(”1)*’*1} p{fo”l() |f”(ta+(1—t)b)|th}1/q

+

e el RV " 1/q
(P+1)2p+1(r+1)p+1} {f_ (r) |f"(ta+ (1 — t)b)|th}

r+1

(r-1)P Up( A : 1/q
Haome A - ofta + (1 - ob)lat

1/
+ (p+1)rp(r+1)p+1} " {fi(l - ) f"(ta+ (1 - t)b)|th} ql (3.106)

r+1

1/p
esitsizligi yazilabilir, burada % < (i) < 1 oldugu gergegi kullanilmustir. [f"']9

fonksiyonu [a, b] tizerinde (a, m) —konveks oldugundan

77 (917"t + (1 = OBIAE < gl @17 +vagm 7 (L), (3207)

1

L
+1
T

it (f)q If"(ta+ (1 = b)|9dt < pgslf" (@19 +vazm | () ! (3.109)

q p\ |4
) Uf7(ta + (1= b9t < gl f (@19 +vipm |7 (3)|, (3.208)

X |+

[ (E)q If"(ta+ (1 — t)b)|9dt < psalf" (@7 + vaam [f" (3) ! (3.110)

r+1

oldugu gortiliir. (3.106)-(3.110) esitsizliklerinden istenilen sonug elde edilir ve boylece

teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
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Sonug¢ 3.5.10 Teorem 3.5.8 de

a) Eger r = a = m = 1 segilirse bu durumda

1
21+5
(b-a)?

2 2

fla)+1(b) a+b 2 b
+f (_) T -a fa f(x)dx|

n q I S q
= {2‘1+2(q+2) |f ( )l 2‘1+1(q+1)(q+2) |f( )l }

I e q q
+{2‘1+2(q+1)(q+2) |f ( )l 2q+2(q+2) |f( )l }

b) Eger r = 2 ve a = m = 1 segilirse bu durumda

1
(b-a)?

f(a)+f(b) a+b 1 b
3 () — i fo G|

= {3p+1}1/p {aalf" (@ 4+ vaq I f" (B)|9}/4
+ {6p+1}1/p {taz [ (@7 + vyo | f " (D) |931/4
+{=3

* {W} {taal (@7 + vaulf" ()93

esitligi gerceklenir, burada

1/p
b aslf (@19 + vas £ (B934

1 1
= —-——— ’v - — —

Ha1 2430+2(q+2) ’ 41 = Jazatig+) Ha1,

3q+2_2q+2 3q+1_2q+1

o —— V —-_—_——

Ha2 20+334%2(q42) ' 42 = Jagati(g+) Ha2,
_ 39%2(q+3)-29%2(2q+5) Via = (3)9*t-29%1

Has = e gin@ra 87 Terrigen M
— (29+5) v = 1

Hae = 502 qengr2) 44 3asiggen) P

dir (Park, 2012).

Simdi b > a > 0 pozitif sayilar olmak lizere s # 0, —1 i¢in

a+b 2ab b—a
A(a b) _I H( b) _bl L(a‘lb) - Inb=Ina
+1_ s+111/s a a=
Lo(a,b) = [Z=2"1" ve I(ab)= L

(s+1)(b—a)
aa

ortalamalarini tekrar g6z oniine alalim.
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Onerme 3.5.1 n € (—,0) U [1,0) \ {1}, [a,b] € [0,b*], q =1, %+ % =1ise

|A(a™, b™) + A™(a, b) — 2L (a, b)|

< (b4;1) ( ) In(n - 1)| x {Al/q(a(n 2)q 3p(n- ZQ)) +A1/q(3a(" 2)q pn- ZQ))}

esitligi gergeklenir.

Ispat: Sonug 3.5.9 (a) ve Sonug 3.5.10 (a) da n yukaridaki gibi olmak iizere m = 1

ve f(x) = x™ alindiginda istenilen sonug elde edilir.
Onerme 3.5.2 n € (—,0) U [1,0) \ {—1}, [a,b] € [0,b], q > 1, §+ % =1ise

|A(a™, b™) + A™(a, b) — 2L%(a, b)|
(b a)? 1+3°11
= 24

—1)| x A(a(” 2) pn- 2))
417

esitligi gerceklenir.

Ispat: Sonuc 3.5.10 (a) da x € [a,b] c [0,b*] ve n yukaridaki gibi olmak iizere

m = 1ve f(x) = x™ alindiginda istenilen sonug elde edilir.
Onerme 3.5.3 n € (—o0,0) U [1,00) \ {~1}, [a,b] € [0,b"], ¢ > 1, %+$ =1 ise

| 4@, b™) +2 4% (a, b) - 213 (a, b)|

< b-w?
<& jnn - 1)|
x [{ am=2a 4 133 p(n- Z)q} 1 + {133 (n-2)q 4 59 p(n- 2)q} /q]
192 192 192 192
esitligi gerceklenir.

Ispat: Sonug 3.5.10 (b) de x € [a,b] < [0,b*] ve n yukaridaki gibi olmak iizere

m = 1ve f(x) = x™ alindiginda istenilen sonug elde edilir.
Onerme 3.5.4n € (—,0) U [1,) \ {—1}, [a,b] < [0,b"], q > 1, %+ 5 = 1ise

(b— a)

|A(a™, b™) + A™(a,b) — 2L (a,b)| < —+ Pln(n — 1| x A(a™2,p=2)

1+3q

esitligi gerceklenir.
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Ispat: Sonug 3.5.10 (b) de x € [a,b] < [0,b*] ve n yukaridaki gibi olmak iizere

m = 1ve f(x) = x™ alindiginda istenilen sonug elde edilir.

Onerme 3.5.5 [a,b] € [0,b*], q > 1, %+ 5 = 1 ise bu takdirde
|ini(a,b) -3 G (a,b) - 2inA(a, b)|

<[l + 6 R 6T+ ()

esitligi gerceklenir.

Ispat: Sonug 3.5.10 (b) de f(x) = In (i) alindiginda istenilen sonug elde edilir.

Onerme 3.5.6 n € (—o0,0) U [1,) \ {—1}, [a,b] € [0,b*], q > 1, %+ % =1 ve

m = 1 ise bu takdirde

|§A(an, b"™) +24M(a, b) - 2L3(a, b)|

(b-a)?
<& - 1))
590\/49 | 133\ o 133\/4 | 59\ o
G+ 6 e @) T+ () e
esitligi gerceklenir.

Ispat: Sonug 3.5.10 (a) de x € [a,b] © [0,b*] ve n yukaridaki gibi olmak iizere

m = 1ve f(x) = x™ alindiginda istenilen sonug elde edilir.

Onerme 3.5.7 [a,b] € [0,b*], g > 1, %+ i = 1 ise bu takdirde

1/p 1
|H™1(a,b) + A~1(a, b) — 2L Y (a, b)| < (b — a)? {‘/f(’:‘;(”))} {liz}A(a‘3, b-3)
2 2 4

esitligi gergeklenir.

Ispat: Sonuc 3.5.9 (a) da x € [a,b]  [0,b*] igin f(x) =i alindiginda istenilen

sonu¢ elde edilir.
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4, SONUC ve ONERILER

Son yillarda esitsizlikler ve konvekslik iizerine ¢cok sayida ¢aligmalar yapilmaktadir.
Hem esitsizlikler hem de konvekslik sadece matematigin degil diger bir¢ok bilim
daliin ilgisini ¢eken konular olmustur ve ¢ekmeye de devam edecektir. Tezimizin
Giris kisminda da belirttigimiz gibi konvekslik fizik, biyoloji, tip, giizel sanatlar,
miizik, endiistri, finans matematigi, cografya, miithendislik, matematiksel istatistik,
oyun teorisi, termodinamik, insan anatomisi ve giinliikk hayatimizda karsimiza

¢ikmaktadir.

Bu ¢alismada m — ve (a, m) —Logaritmik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard ve Ostrowski tipli bazi integral esitsizlikleri verilmistir. Bir fonksiyonun
tirevinin mutlak degerinin (a, m) —HA-konveks (kuvvetli HA-konveks) ve yine
fonksiyonun tiirevinin mutlak degerinin herhangi bir kuvvetinin (o, m) —HA-
konveks (kuvvetli HA-konveks) olmasi durumlarinda ele almis oldugumuz integral
esitlikleri Holder ve Power-Mean integral esitsizliklerinden yararlanarak elde
edilmistir. Daha sonra bir fonksiyonun tiirevinin mutlak degerinin herhangi bir
kuvvetinin (a, m) —GA konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli bazi
integral esitsizlikleri verilmistir. Son olarak (a,m) — konveks fonksiyonlar igin

Simpson tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Bu tezde konveks fonksiyonlar igin verilen esitsizliklerden yola ¢ikarak aymni
esitsizliklerin koordinatlarda konveks, (hq, h,, m) — konveks ve benzeri tipten
konveks fonsksiyonlar ve 6zel olarak stokastik siiregler i¢in de saglanip saglanmadigi

arastirilabilir.
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