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OZET

EQUIDISTANTE REGLE YUZEYLERIN BAZI YENI OZELLIiKLERI
AHMET OZDURAN
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 123 SAYFA

(TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi SULEYMAN SENYURT)

Bu calisma dort boliim halinde diizenlenmistir. Giris Boliimii’nde ¢alismanin amaci
ve konunun ele alinma sekli tartisildi. Genel Bilgiler Boliimii'nde Diferensiyel
Geometriden temel kavramlara yer verildi. Materyal ve Metot Bolimii’nde {ig
boyutlu Oklid uzayinda teget ve asli normal vektorler tarafindan iiretilen equidistante
(es uzaklikl) regle ylizeylerin baz1 karakteristik 6zellikler verildi. Bulgular bolimii
calismamizin  orijinal kismmi olusturmaktadir. Bu bdliimde ilk olarak
diferensiyellenebilir herhangi iki egrinin binormal vektorlerinin olusturdugu regle
yiizeylerin striksiyon egrileri boyunca binormal vektorleri paralel ve uygun
noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik sabit kabul edilerek elde edilen
equidistante (es uzaklikli) regle yiizeyler tanimlandi ve bu yiizeyler arasindaki
bagmtilar hesaplandi. Regle yiizeylerin kapali olmast halinde integral invaryantlari
arasinda iliskiler kuruldu. Benzer sekilde iiretici vektor olarak birim Darboux
vektorleri alinip bu vektorlerin olusturdugu equidistante (es uzaklikli) regle yiizeyler
tanmimlandi ve bu regle yiizeylerin kapali olmasi halinde integral invaryantlari
arasindaki bagntilar bulundu. Son olarak teget, asli normal, binormal ve Darboux
vektorlerinin  liretmis  olduklar1  equidistanteregle  yiizeylerin ~ weingarten
doniisiimiiniin matrisi, Gauss (total) ve ortalama egrilikleri hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Es Uzaklikli Regle Yiizey, Equidistante Regle Yiizey,
Weingarten Doniisiimiiniin Matrisi.



ABSTRACT

SOME NEW PROPERTIES OF EQUIDISTANT RULED SURFACES
AHMET OZDURAN

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 123 PAGES

(SUPERVISOR: Asst. Prof. Dr. SULEYMAN SENYURT)

This study is organized in four sections. The aim and style of the work are described
in introduction part. The basic concepts from differential geometry are introduced in
preliminaries section. In the material and method section, some characteristic
features of equidistant regular surfaces produced by tangent and and principal normal
vectors in three-dimensional Euclidean space are given. The findings section which
makes up the original part of our present study, consists of new propositions. In this
section we fisrt take two differentable curves, then we define equadistant ruled
surfaces in such a way that along the striction curves of the ruled surfaces formed by
the binormals of two differentiable curves, binormal vectors are parallel and the
distante between asymptotic surfaces is constant at appropriate points. Then the
relations between these ruled surfaces are computed. Relationships between integral
invariants have been established when the ruled surfaces are closed. By the similar
way, we define the equidistant ruled surfaces generated by the unit Darboux vectors
and also calculate the relations between the integral invariants of there surfaces that
are give given in closed frorm. Finally we work out the weingarten transformation
matrices, Gauss curvature and mean curvature of equidistant ruled surfaces generated
by the tangent vectors, normal vectors, binormal vectors and Darboux vectors.

Keywords: Equidistant Ruled Surface, Matrix of Weingarten Transformation.
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1. GIRIS ve ONCEKI CALISMALAR

Diferansiyel Geometri de regle yiizeyler genis bir yer tutmaktadir. En basit ifadesiyle
regle yiizey, bir dogrunun bir egri boyunca hareketi ile olusan dogrular ailesine verilen
isimdir (Hacisalihoglu, 1983). Valenontis regle yiizeyler iizerine ¢alismis, “Parallel p—
Aquidistante Regelflachen” isimli calismasinda Oklid uzaymda iki regle yiizeyin
striksiyon egrileri boyunca dayanak egrilerinin teget vektorleri birbirine paralel ve
uygun noktalarda polar diizlemler arasindaki uzakligi sabit kabul ederek (bu uzaklik p
olarak gosterildi) p—equidistante regle yilizeyleri tanimlamis ve bu yiizeyin bazi

karakteristik 6zelliklerini vermistir (Valenontis, 1986).

“Some characteristic properties of the parallel p—-equidistant ruled surfaces in the

Euclidean space E®” isimli calismada p — equidistante regle yiizeylerin kapali olmalar

durumunda integral invaryantlari arasinda Ki baglantilari hesaplanmistir (Masal ve
Kuruoglu, 1999).

“Some characteristic properties of the shape operators of parallel p —equidistant ruled
surfaces” isimli ¢caligmada yiizeylerin sekil operatoriiniin bazi karakteristik 6zelliklerini
ve “Some characteristic properties of the spherical indicatrices of leading curves of
parallel p—equidistant ruled surfaces” isimli caligmada ise ylizeylerin kiiresel gosterge

egrilerinin bazi karekteristik 6zellikleri incelenmistir (Masal ve Kuruoglu, 2000).

“Generalized paralel p—-equidistant ruled surfaces” isimli ¢alismada p — equidistante
regle yiizeyler n boyutlu Oklid uzaya genellestirilmistir (Masal ve Kuruoglu, 2013).

“Integral invariants of parallel p—equidistant ruled surfaces which are generated by
instantaneous pfaff vector” isimli ¢alismada p —equidistante regle yiizeylerin kapali

olmalari halinde Darboux vektorlerinin ¢izdigi kapali regle yiizeylerin integral
invartyantlar1 hesaplanmstir (Senyurt, 2012).

“Some characteristic Properties Of Parallel z—Equidistant Ruled Surfaces” isimli
caligmada iki regle ylizeyin striksiyon egrileri boyunca dayanak egrilerinin asli normal
vektorleri birbirine paralel ve uygun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki uzaklik
sabit kabul edilerek (bu uzaklik z olarak gosterildi) z-—equidistante regle yiizeyler
tanimlamus, bu ylizeyin bazi karakteristik 6zellikleri ve integral invaryantlar1 arasindaki
bagmtilar elde edilmistir (Senyurt ve As, 2013).

Bu tezde ise iiretici vektor olarak binormal vektorler ve Darboux vektorler alinarak elde
edilen equidistante regle yilizeylerin bazi karakteristik 6zellikleri verildi. Yiizeylerin
kapali olmalari halinde integral invaryantlar1 arasindaki bagintilar hesaplandi. Son
olarak teget, asli normal, binormal ve Darboux vektorlerinin {iretmis olduklar
equidistante regle yilizeylerin weingarten doniisiimiiniin matrisleri, Gauss (Total) ve
ortalama egrilikleri arasindaki bagintilar bulundu.



2. GENEL BILGILER
2.1 Temel Kavramlar

A bos olmayan bir ciimle V,3 cismi iizerinde bir vektor uzayr olsun. Asagidaki

onermeleri saglayan bir

f:AxA>V

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

(A):VP,Q,ReA icin f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R),

(A):vPeAve VaeV i¢in f(P,Q)=«

olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir. P,Q € A i¢in f ( P, Q) = @ seklindedir

(Hacisalihoglu, 1983). V bir vektor uzay1 ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.
P,,P,P,,P, € A noktalar1 i¢in {POPl, PP, P, P3} climlesi V nin bir baz1 ise

{P,,P,,P,,P,} nokta dortliisine A afin uzaymn bir afin ¢atis1 denir. Burada P,

noktasma catinin baslangic noktas1 ve P, P,, P, noktalarina da catmm birim
noktalar1 denir. Eger boyV =3 ise A ya 3-boyutlu bir afin uzay denir

(Hacisalihoglu, 1983). V {izerinde tanimlanan
<,> 'VxV > IR

reel degerli fonksiyonu VX,y,z eV icin asagidaki aksiyomlar: saglarsa fonksiyona i¢

carpim fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983):
i)  Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z), (x,ay+bz)=a(x,z)+b(y,z)
i)  Simetri Aksiyomu;
(xy)=(y.2)

iii)  Pozitif Tanmlilik Aksiyomu;

(x,x)=0, <x,x>=0<:>x=6.

IR® standart reel afin uzay, X =(X,%,,%;), Y =(V,,¥,.Y;) € IR® i¢in



()1 IR*xIR® > IR, <X,Y>:ixiyi

fonksiyonu bir i¢ garpim fonksiyonudur. Bu ¢arpima IR® de standart i¢ ¢arpim veya
OKlid i¢ carpim denir. Standart i¢ carprmin tanimli oldugu IR® vektor uzayi ile birlesen
IR® afin uzayma 3— boyutlu Oklid uzay1 bilinir ve E?® ile gosterilir. X = (X, X, XS),
Y =(Y.. Y, ¥;) € E® igin

3

d:E°xE* > IR, d(X,Y)=.>(v,

i — X )2
i=1

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983).
r:1 — E® diferansiyellenebilir egrisinin Frenet vektorleri V; (t), V, (t), V;(t) egriligi
k, (t) ve torsiyonu (burulmasi) k, (t) olsun. t yay parametresi ise Frenet vektérleri ve

egrilikler

(2.1.1)
(0= (W OV (), Kk (0)=(V )V (1),
t keyfi parametre ise Frenet vektorleri ve egrilikler
MO OO, WO=EEAT
(2.1.2)

M, () det(r'(t),r"(t),r"(t))

I(1 = 3
U= e

seklinde tanimlanir. Bu durumda Frenet formiilleri

-k, (t)vl (t)+ k, (t)V3 (t)’ V3’ (t) =k, (t)V2 (t)
(2.1.3)

<
—~
—
~
Il
o
—~
—t
~
<
—~
—
~
I\J<‘
—~~
—
N—
Il

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983). {V,(t),V, (t),V,(t)} Frenet catis1 her t aninda

bir eksen etrafinda dondiigii varsayilir. Bu eksene egrinin Darboux (ani donme) ekseni,



bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektore de Darboux vektorii adi verilir. Bu

vektdr W (t) ile gosterilirse,
W (t) =V, (1) AV, (t) =k, (1)V, (1) +k, (t)V5 (1) (2.1.4)
birim Darboux yoniindeki birim vektor C(t) ile gosterilirse

k, (t

0
‘O fvrem

“o+ )y )

kZ(t)+k: (t) (2.1.5)

olur. V,(t) ile W (t) arasindaki agiy1 6 ile gosterilsin (Sekil 2.1.1).

k,V;

Sekil 2.1.1 w Darboux vektorii

Sekil 2.1.1 den

k (t) _ k, (t) _ k(1) _ )
W] k() +ki(t) WOl )+

cosd =

olur ve buradan birim Darboux vektori
C(t)=sinoV,(t)+cosoV,(t) (2.1.7)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1983). r:l1 — E® kapali egrisi boyunca egrisel
integraliyle belirtilen



D(t) =W (t)dt =V, (t) pk, (t)dt+V5 (t) Pk, (t)dt

(r) (r) (r)

vektorune hareketin Steiner donme vektorii,

olmak lzere

V(t)=d(r(t))dt=V, (1)t
) g

vektoriine de hareketin Steiner 6teleme vektorii denir (Hacisalihoglu, 1983).

2.2 Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

(2.1.8)

(2.1.9)

IR? de herhangi bir A bolgesinde (X,y) noktasmin F diffeormorfizmas: altindaki

resmi z = F(X,y) olsun. (X, y) noktalar1 A bolgesini tararken, (X,Y,z) noktalarmin

geometri yeri de uzayda bir yiizey meydana getirir. Bu yiizeyin denklemi z = F (X, y)

seklinde yazilir. Bu yazilis sekline yiizeyin ac¢ik denklemi, F(X, y,z)=0 yazilig

sekline de yiizeyin kapal denklemi denir (Senatalar, 1978) (Sekil 2.2.1).

{

v

Sekil 2.2.1 Yiizey

ez=F(x,y)

i 4



M c E® yiizeyinin birim normal vektér alan1 N, Riemann konneksiyonu D olmak
iizere, VX € y(F) igin §(X)=DyN seklinde tammli S déniisiimiine F iizerinde

sekil operatorii veya F yiizeyinin weingarten doniisiimii denir. Bu doniisiim simetrik
ve lineer bir dontisiimdiir (Hacisalihoglu, 1983). M nin parametrik ifadesi

FiE?>E% (uv)—>(F(u,v),F(uv),F(uv))

seklinde verilsin. Bu yiizey i¢cin Weingarden doniisiimiiniin matrissel ifadesi

| det(F,.F,F) det(F,.F,.F)]
._ IR IR A
_det(F,,F,F,) det(F,.F,.F) (2.2.1)
IR IR AR

seklinde olur. M yiizeyinin herhangi bir P noktasindaki Gauss (Total) egriligi ve
ortalama egriligi sirasiyla

K(P)=det(S), H(P)=1z(S) (22.2)

bagintistyla verilir. Bir X dogrunun bir r egrisine bagh hareketiyle olusan yiizeye
regle yiizey ad1 verilir ve bu ylizeyin parametrik denklemi

o, (tv)=r(t)+VvX (1) (2.2.3)

seklinde yazilir. Burada X (t) dogrusuna regle yiizeyin ana dogrusu (dogrultmani),

r (t) egrisine de yiizeyin dayanak egrisi denir (Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.2.2).



Sekil 2.2.2 ¢, (z.v) regle ylzeyi

Oy (t,v) regle ylizeyinin dayanak egrisi boyunca Sp {Vl,Vz}, Sp {VZ,VS} ve Sp {Vl,Va}
uzaylarina karsilik gelen diizlemlere sirasiyla oskiilator diizlem, normal diizlem ve
rektifian diizlem adi verilir. o, (t,v) regle yiizeyi Vt e | i¢in @, (t+27,V) =@, (t,V)
olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapah regle yiizey denir. ¢, (t,v) regle
yiizeyinin ana dogrusu boyunca ylizeyin birim normal vektorii ayni1 kaliyorsa yiizeye
acilabilir regle yiizey adi verilir (Sekil 2.2.3).

Sekil 2.2.3 Acilabilir regle yiizey



Oy (t, v) regle yiizeyinde komsu iki ana dogrusunun ortak dikme noktalarinin esas ana

dogrular iizerindeki noktaya striksiyon (merkezi veya bogaz) noktasi, bu noktalarin
geometrik yerine de regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi ad1 verilir (Sekil 2.2.4).

Sekil 2.2.4 P, O striksiyon noktasi ve y(r) striksiyon ¢izgisi

7 (t) striksiyon ¢izgisinin denklemi

y(t)=r(t)- <r'(t)’xr(t»x(t), X (t)=0 (2.2.4)

xof

seklindedir (Hacisalihoglu, 1994). ¢, (t,v) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi boyunca
Sp{V,.V,}, Sp{V,.V,} ve Sp{V,,V,} uzaylarma karsilik gelen diizlemlere sirasiyla
asimptotik diizlem, polar diizlem ve merkezi diizlem ad: verilir (Blaschke, 1994).
Oy (t,v) regle ylizeyinde komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin, bu ana

dogrular arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (dral) denir.
Dagilma parametresinin denklemi P, ile gosterilirse denklemi



P - det(r'(t), X (tZ,X'(t)) (2.25)
[x'(0)]

seklinde verilir. ¢, (t, v) regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca ana dogrularin her birini

dik olarak kesen egriye regle ylizeyin ortagonal yoriinge egrisi denir (Sekil 2.2.5).

Ortogonel

J Yorunge
/‘- o Egrisi
\£ —// 2

/"‘“\__/

T~

Sekil 2.2.5 Ortogonel yoriinge egrisi

Oy (t,v) kapali regle ylizeyinin r(t) dayanak egrisi tizerinde bir X ana dogrusunun
bir periyod sonra ilk konumu ile yaptigi aciya regle yiizeyin ag¢ilim acis1 denir ve A,
ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.2.6).



Y

]

Sekil 2.2.6 4, acilim agis1

oy (t,v) kapali regle yiizeyinin ana dogrularinin ortogonal yoriinge egrileri ig¢in
Ly = (dr(t), X (1)) =t

seklinde tanimli L, fonksiyonuna, regle yiizeyin acilim uzunlugu denir

(Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.2.7).
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X

Sekil 2.2.7 L, a¢ilim uzunlugu

Oy (t,v) kapali regle yiizeyinin acilim ac¢isi, X ana dogrusunun Steiner Oteleme

vektorii tizerine dik izdiisiimiidiir. Ayni sekilde agilim uzunlugu da X ana dogrusunun
Steiner ddnme vektorleri tizerindeki dik izdiistimiidiir. Buna gore A4, ve L,

A =(D(t), X (1)), Ly =(V(t),X(t)) (2.2.6)

seklinde olur (Hacisalihoglu, 1994). X ana dogrusu yerine r egrisinin Frenet vektorleri
almirsa elde edilen kapali regle ylizeylerin acilim agisi, acilim uzunlugu ve dagilma

parametreleri sirasiyla,

L, = at, L, =0, L, =0, (2.2.7)
g

_ ___k(Y) 1

YR TERE TR0

11



seklinde verilir. Yiizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integraliyle belirtilen D(t)

dénme ve V (t) Steleme vektorleri

D(t)= A, Va(t)+ A0 Vs(t), V(1) =L, Vi(t) (2.28)

bagintistyla verilir (Hacisalihoglu, 1994).

Bu boliimde kullanilan sekiller Siimeyye Giir iin doktora tezinden alimmistir (Giir,
2015).
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3. MATERYAL ve METOT

Bu boliimde “Parallel p —equidisttante regelfllachen”, “Some characteristic properties

of the parallel p—equidistant ruled surfaces in the Euclidean space E*” ve “Some

characteristic properties of parallel z—equidistant ruled surfaces” isimli ¢alismalardan
elde edilen bulgular verilecektir. Burada ifade edilen teoremlerin ispatlarina yer
verilmeyecektir. Ciinkii benzer teoremler bulgular kisminda da ifade edilecek ve ispatlar
orada yapilacaktir.

3.1 Teget Vektorlerinin Urettigi Equidistante Regle Yiizeyler

E® de dayanak egrisi r ve dogrulmak vektdrii r egrisinin teget vektorii olan regle
yiizeyini parametrik denklemi ¢, (t,v)=r(t)+WV,(t) seklinde yazilir. , (t,v) regle
ylizeyinin striksiyon ¢izgisinin birim teget vektorii T ve T ile V, vektori arasindaki ag1

o alinirsa

N

. p/a
T =cosoV, +sinoV,, —E<0'£—

dir. Burada o agisina striksiyon ve {k;k, o} sistemine de @, (t,v) yiizeyinin

tamamlanmis invaryant sistemi (kruppa invaryantlar1) denir (Kruppa, 1957).

@, (1,v) regle yiizeyinin striksiyon gizgisi y, striksiyonu o, tabii egriligi k; ve drali

R, olmak iizere, R, = S'EU seklinde bulunur (Valeontis, 1986). r ve r* egrilerinin V,
1

ve V, teget vektorlerin iirettigi regle yiizeylerin parametrik denklemi sirasiyla

@, (LV)=r()+Wi(t), . (tv)=r(t)+w, (t) (3.1.1)

olsun. Eger,

i)  striksiyon egrileri boyunca teget vektorleri paralel,
i) uygun noktalarda polar diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzaklik p ile

gosterildi)
ise @, (t,v) ve Py (t,v) yiizeylerine p—equidistante (es uzaklikh) regle yiizeyler

ad1 verilir. Dayanak egrisi olarak y ve y striksiyon cizgileri alinirsa yiizeyin
parametrik denklemleri

13



@, (V) =7 (t)+W,(t), ?, (t,v)=7"(t)+w, (t)

seklinde olur (Valeontis, 1986). p —equidistante regle yiizeylerin uygun noktalardaki
merkezi diizlemler, asimptotik diizlemler ve polar diizlemler arasindaki uzakliklar
sirastyla |z|, |q| ve |p| ile gosterilirse ve 1™ =y + pV, + 2V, +qV, olmak iizere ¢, . (t,V)

regle ylizeyinin striksiyon ¢izgisinin denklemi,

v :7/+zV2+qV3—[Z ‘quZ]vl

1

seklinde yazilir. Burada polar diizlemleri arasindaki uzaklik

=qu2 (3.1.2)
kl

seklinde verilir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.1.1: p—equidistante regle yiizeylerin r ve r  dayanak egrilerinin tabii

egrilikleri ve tabii torsiyonlar sirastyla k;, k, ve k;, k; olsun. Bu egrilikler arasinda

. dt « dt

=k K=k, (3.1.3)

dt”
bagintilar1 vardir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.1.2: p-—equidistante regle yilizeyin r dayanak egrisi yerine y striksiyon

cizgisi alinirsa drallar ve striksiyonlar arasinda

P*=SIn0'+q + 2K, veya P*:Pv+q +zk2'
\'A kl " 1 kl

. Z—gk, o dt . . , dt
coso =(COSJ—ZK1—(k—12) Jdt*’ sinc” =(sino+q +zk2)F

bagintilar1 vardir (Valeontis, 1986).
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Teorem 3.1.3: p-—equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrilerinin Frenet

catilar1 tarafindan cizilen regle ylizeylerin agilim agilari, agilim uzunluklar1 ve drallart
arasinda

A=A+ kdt A.=2,=0, 4. =4+ ¢ kdt

(PVa+2V,+0qV3) (PVa+2V,+qVs3)

Lok =kl +k ¢ dt L.=L, =L.=L, =0,

(PVi+2V,+0qV3)
dt” dt”
TR0 R TR R TRy

bagmtilar1 vardir (Baykut, 1994).

Teorem 3.1.4: p-—equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrilerine ait birim

Darboux vektorleri sirasiyla C ve C” olsun. Bu vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin
acilim agilari, acilim uzunluklar ve drallar1 arasinda sirasiyla

Ao =do+sing ¢ kdt+cosp kg,

(PVy+2V,+qVs) (PVy+2V,+0qV3)
*

: : dt
L.. =sin Bl +sin B cﬁ kdt, P.=P. —

C
(PVa+2V,+qV,) dt

bagintisi vardir (Senyurt, 2012).
Teorem 3.1.5: p—equidistante regle yiizeylerin dayanak egrilerinin Frenet catilarina
bagl olarak hareket eden vektorler X =XV, + XV, + XV, ve X" =xV," + XV, + XV,

olsun. Bu durumda X~ vektorii
X" = (% =PV, +(% —2)V, +(x%—q)V; (3.1.4)

seklinde verilir. (Baykut, 1994).
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Teorem 3.1.6: p-—equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrilerinin Frenet
catilarina bagli olarak hareket eden vektorler X =xV,+XV,+X\V, ve

X" =xV, + %V, +xV, olsun. Bu vektdrlerin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim agilari ve

ac¢ilim uzunluklar1 arasinda
A = A+ A, %,
A =Ax — p(ﬂLvl +a1)—q()i\,3 +a2)+a1xl+a2x2,
Lo =L%, Lok =kl +k (pLy, +(x—p)ay),

a= ¢ ki, a= ¢ kdt a= ¢ dt

(PVy+2V,+qVs) (PVy+2V,+qVs) (PVy+2V,+qVs)

bagintilart vardir. (Baykut, 1994).

Teorem 3.1.7: p—equidistante regle yiizeylerin dayanak egrilerinin Frenet catilarina
bagli olarak hareket eden vektdrler X =XV, +X,V, + XV, ve X =XV, + XV, +XV,

olsun. Bu vektorlerin ¢izmis oldugu regle yiizeylerin drallari arasinda

o _ kz(x22+x§)—xlx3kl | P*:Cp(xz—z)—Bp(x‘g—q)
’ klz(Xf+X22)+k22(X12+X§)—2X1X3k1k2 § A5+B§+C§

, dt , dt
A, =-p —kl(xz—z)w, C,=-( —kz(xz—z)w,

dt

, dt
B, =-7'—k (% — p)F+k2(x3—q)F

bagintilar1 vardir.

Ispat: X =XV, +X,V, + XV, vektdriiniin tiirevi ve tiirevinin normunun karesi
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X =XV, + XV, + XV, = X' =XV, + XV, + XV,
= X' = XKV, + X, (=kV, + KV, )+ X, (—kV, )

= X' ==XKV, + (XK = XK, )V, + XK,V

X' = (=K, )+ (ks =Xk, )"+ (K, ) = [ X = x3k2 + %2k + x2k2 — 2k Xk, + X2k 2

=X =k (X +3C )+ K3 (06 +3 ) — 2%k K,

olur. Bu degerler drall taniminda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

_det(r', X, X") b det (V,, XV, +X,V, + X,V3, =X,KV, + (XK, =Xk, )V, + XK.V, )
||x, 2 X

X

K7 (3G +37 )+ k3 (X + X ) = 2%, X3k,

X22k2 — X3X1k1 + Xe?kz
kf(xz2 +xf)+k22(x22 +x§)—2x1x3klk2

=P =

2 2
K, (x2 + X3 )— X, X5k,

=hc= k7 (G + %7 )+ KZ (X5 + X3 )= 2%k K,

bulunur. Diger taraftan (3.1.4) ifadesinin tiirevi

!
*

(X*) :(—p'—kf(xz —z))Vl*+(—z’—kf(xl— p)+ k;’(xa—q))vz*+(—q'_k;*(x2 —z))V3

seklinde olur. k; ve k, m yerine (3.1.3) den karsiliklar1 yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

bulunur. Burada islemleri kolaylastirmak igin,
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, dt , dt
Ap=—p—k1(X2—Z)F, Cp:_q _kZ(XZ_Z)F’
, dt dt
Bp =—-7 _kl(xl_ p)F-FkZ(Xs—Q)F

2

alinirsa (X *)' =AV, +B\V, +CV; ve H( X *),

=A§+B§+C§ olur. Bu ifadeler

(2.2.5) de yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa P, . dral

de () () | (v x (x|

P.= =P.=
(x)

X *,2 X
(x)

2

C,(x,—2)-B,(%-0)
A§+B§+C§

:>PX*:

seklinde elde edilir.

3.2 Asli Normal Vektorlerinin Urettigi Equidistante Regle Yiizeyler

E® de r ve r” egrilerine ait V, ve V, asli normal vektorlerinin iirettigi regle yiizeylerin
parametrik denklemi sirasiyla

@, (V) =r(t)+W, (1), ?, (tv)=r"(t)+w, (t) (3.2.1)

olsun. Eger;

i)  striksiyon egrileri boyunca asli normal vektorleri paralel
i) uygun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzakliga z
diyelim)

@, (t,v) ve . (t,v) yizeylerine z—equidistante (es uzakhkh) regle yiizey adi

verilir. Dayanak egrisi olarak y ve y  striksiyon cizgileri alinirsa regle yiizeylerin
parametrik denklemleri
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@, (LV)=7(t)+W, (1), s (tv)=7"(t)+w, (t)

seklinde olur (As, 2010). z—equidistante regle yilizeylerin uygun noktalardaki merkezi
diizlemler, asimptotik diizlemler ve polar diizlemler arasindaki uzakliklar sirasiyla

2|, |a| ve |p]| ile gosterilirse ¢,. (t,v) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin denklemi,

k? k. k
kll+p ——2— |-k | g +—22
1[ P kf+k22j Z(q kf+k22jv

7*:7+pvl+qv3+ k12+k22 2

seklinde bulunur. Burada merkezi diizlemleri arasindaki uzaklik

k? k.k
k |1+ p'——2 J—k [q’+ e j
1{ kf+k22 2 k12+k22

k7 +k2

z= (3.2.2)

seklinde verilir (As, 2010).

Teorem 3.2.1: z—equidistante regle yiizeylerin dayanak egrilerinin teget vektorlerin
arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse Frenet catilari, tabii egrilikleri ve tabii torsiyonlari

arasida

V, =cosgV, +singV,, V, =V,, V, =—singV, +cos gV,

k; = (k,cosg—k,sin ¢):Tt k, =(k,sing+k, cos¢)% (3.2.3)

bagintilart vardir (As, 2010).

19



Teorem 3.2.2: z-—equidistante regle yiizeylerinin striksiyon ¢izgilerinin teget
bilesenleri arasinda

. . dt . dt dt
cosd sin B =| cos¢g coséslnﬁd—ty+ p'—k,z |+sing cos5cosﬂd—ty+q'—kzz d_':

sing” = sin5dt7+ k —gk, + 2’ a,
B at P dt '

dt

. . : . dt dt
COSS cos 3 :(—S|n¢(cos5smﬂd—:+ p’—klz]+cos¢(cos5cosﬂd—:+q’—kzznd—:

bagintilar1 vardir (As, 2010).

Teorem 3.2.3: z—equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrilerine ait Frenet
catilarinin ¢izdigi regle ylizeylerin agilim agilari, agilim uzunluklari ve drallari arasinda

/1%* =COS¢A, +singA, +b, ﬂv; =4, =0, /1\/; =—SiNgA, +Cos¢A, +b,,

vakl* = (k,cosg—k,sing) L, +b;, L. =L,=0 L.=L,=0

kg |dt k dt”
P.=R =0, P.=R, |cosg+sing—*|—, P.=R, e |
1 ' 2 ? k, ) dt 3 *\ k cosg+k,sing ) dt
bagntilari vardir (As, 2010). Burada b,, b, ve b, ifadeleri
b, = ¢ kdt'+ ¢kt b, = ¢ kidt'+  $  kdt,
+(z— kf 2 +qV3 (« zkl 7)V2) 1+H(Z- kl* 2+0V3 (« Zkl 7)V2)
(Pt g era) 2 (st gt Vera) i
b, = dt” + dt’.
! ]
(Vi +(Z——52—5)Vo+aVs) Gz V)
k ) +(ka 1T
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Teorem 3.2.4 z-—equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrilerine ait birim

Darboux vektdrleri sirastyla C ve C™ olsun. Bu vektérlerin ¢izdigi regle yiizeylerin
acilim agilari, agilim uzunluklar ve drallar arasinda

Ao = Ac +by(sinfcos ¢+ cos Osin @) + b, (cos & cos g —sin Osin @),

L. = (cos¢+sin ¢cot0)(cos¢%—sin ¢E_2j L. +b,sing’,

1 2

*

P. =P, (cosg—singtan 0)%

C

bagmtilar1 vardir (As, 2010). Burada b, b, ve b, ifadeleri

b, = ¢ kdt'+ ¢ kdt', b, = ¢ kdt'+  §  kdt’,
& k K k
(PVi+(z-——5 L)V, +aVs) ((m)vz) (PVi+(z-——5 )V, +aVs) ((m)vz)

(k) +(<) (k) +(<)

b, = 3{3 d'+  §dt.

k. ki
(PVu+(z= 5 )V, +aV) Gz V)
ky ) +(k3 1T

Teorem 3.2.5: z—equidistante regle yiizeylerin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilarina
bagli olarak hareket eden vektorler sirasiyla X = XV, + X,V, + X;V, ve

X =%V, + %V, +xV, olsun. Budurumda X~ vektdrii

*

X" =((%—p)cosg+(x,—q)sing)V, +(x,—z)V, +((X,—q)cosg—(x + p)sing)V;
(3.2.4)
bagintisi ile verilir (As, 2010).
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Teorem 3.2.6: z—equidistante kapali regle yiizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet
catilarna  bagli olarak hareket eden wvektorler X =XV,+XV,+XV, ve

X" =xV, + %V, +xV, olsun. Bu vektdrlerin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim agilari ve

acilim uzunluklart arasinda
A =A%+ A, X%,

Ay = Ay = PA, —Qy, +by (cOsg(x,— p)+sing(x,—q))+b, (cosg(x, —q)—sing(x,—p))

L, =L,x, L.=L, Ecos2 ¢%—sin ¢cos¢%j+b3x1 cosg+((%, —q)sing— pcosg)L,

1 1
bagmtilar1 vardir (As, 2010). Burada b, b, ve b, ifadeleri
b, = ¢ gt + ¢ kdt, b, = ¢ kdt'+ ¢kt

k ki ky k
(PVy+(2——5 12—V, +QVa) ((k12+k22)V2) (PVy+(z- WVo+0Vs) ((kf+k§)V2)

()" (i) () (i)

b, = ¢ d'+ ¢ dt’.

ks ky
(P H(Z——5 )V, +0V;) Gz, 2V
k) +z) 172

Teorem 3.2.7: z—equidistante regle yiizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilarina
bagli olarak hareket eden vektdrler X =XV, +X,V, + XV, ve X =xV, +xV, + XV,

olsun. Bu vektorlerin ¢izdigi regle yiizeylerin drallar1 arasinda

o Ci(%~2)-B,(cosg(x —q)=sing(x - p))
Xt A? +B? +C? ’
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A, =00s¢ (% —q=p’)=sing(x — p—0') = (k cosg—k,sing)(x, —Z)%,

B, :cos¢%((klcos¢—kzsin¢)(x1— p)+(k,sing+Kk, cos¢)(x3—q))

+sin (/ﬁ%((k1 cos p—k,sing)(x, —q)—(k,sing+k, cosg)(x - p))-2,

C, =sing(—x,+q+p’)—cosg(x — p+q’)—(k sing+k,cosg)(x, —z)%

bagintis1 vardir.

Ispat: X =XV, +X,V, + X,V, vektdriiniin tiirevi ve tiirevinin normunun karesi
_ ' i i '
X =XV, + XV, + XV, = X' =XV, + XV, +X\V,

= X' = XKV, + X, (=kV; + KV, )+ X, (—kV, )

= X" = =X,k\V; + (XK = XK, )V, + XKV,

”X !”2 - (_szl)2 + (Xlkl - X3k2 )2 + (szz )2 = ”X ’”2 = X22k12 + X12k12 + X??k: - 2X1k1X3k2 + X22k22
=X =k (X2 + %) +k3 (X + x5 ) = 2%, Xk,
olur. Bu degerler drall taniminda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

~det(r', X, X") ~det(Vy, XV, + XV, + XV, =Xk, + (XK = Xk, )V, + XK,V )
- ||X’||2 - kf(xzz+xf)+k22(x22+x32)—2x1x3k1k2

X

2 2
X, K, — XX K, + X;K,

7 TR () - 20kl

23



bulunur. Diger taraftan (3.2.4) ifadesinin tiirevi alinir k; ve k, i yerine (3.2.3) den
karsiliklar1 yazilirsa

(X*), = (COS¢(X3 —q—p')-sing(x,— p—-q’)—(k,cosg—k,sing)(x, - z)d—t*]Vl*

dt
oS ¢ ;jtt ((k,cosg—k,sing)(x, — p)+ (K, sing+k,cosg)(x,—q))
+ v,
o dt . . 17
+sin ¢F((kl cos g —k, sing)(x, —q) — (k, sing+k, cosg)(x, — p)) -z
+| sing(—x;+q+p')—cosg(x,— p+q’)—(ksing+k,cosg)(x, - z)%jv;
olur. Burada islemi kolaylastirmak igin
dt

A, =cosg(x,—q—p’')-sing(x - p-q’)-(k cosg—k,sing)(x, _Z)F'

B, = cos¢5%((kl cosg—k, sing)(x, — p)+(k; sing+k,cosg)(x, —q))

+sin¢%((klcos¢—k2 sing)(x, —q)—(k,sing+k, cosg)(x, - p))-7',

: ' ' : dt
C, =sing(—x,+q+p')—cosg(x —p+q')—(k sing+k, cosg)(x, —Z)F

2

alinirsa (X i )' =AV, +BV, +CV, ve

(x)

(2.2.5) de yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa P, . drah

=A’+B?+C? olur. Bu ifadeler

’

det((r*) ,x*,(x*)’j det(v;,x*,(x*)'j
PX* = > = Px* = >
(x) (x)
b C,(x,—2)—B,(cosg(x,—q)—sing(x,— p))
X A? +B?+C?

seklinde bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Yapilan islemler ii¢ kisimda
incelendi.

[k kisimda diferensiyellenebilir herhangi iki egrinin binormal vektdrlerinin olusturdugu
regle yiizeylerin striksiyon egrileri boyunca binormal vektorleri paralel ve uygun
noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik sabit kabul edilerek elde edilen
equidistante (es uzaklikli) regle ylizeyler tamimlandi ve bu yiizeylere ait bazi
karekterizasyonlar verildi. Regle yiizeylerin kapali olmalari halinde integral
invaryantlar1 arasinda iligkiler kuruldu.

Ikinci kistmda ilk kisima benzer sekilde iiretici vektdr olarak birim Darboux vektorler
alinip bu vektorler tarafindan irettilen equidistante (es uzaklikli) regle yiizeyler
tanimlanarak bazi karekterizasyonlar1 verildi. Regle yiizeylerin kapali olmasi halinde
integral invaryantlar1 arasindaki bagintilar bulundu.

Son kisimda ise teget, asli normal, binormal ve Darboux vektorlerinin tiretmis oldugu
equidistante regle yiizeylerin weingarten donilisiimiiniin matrisleri, Gauss (total) ve
ortalama egrilikleri hesaplandi.
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4.1 Binormal Vektorlerinin Urettigi Equidistante Regle Yiizeyler

Tamm 4.1.1: r ve r’ egrilerine ait V, ve V, binormal vektdrlerin iirettigi regle

yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla
@, (LV)=r(1)+W,(t), g, (Lv)=r (t)+wW, (t) (4.11)

olsun. Eger;

i)  striksiyon egrileri boyunca binormal vektorleri paralel,
i)  uygun noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu
uzaklik q ile gosterildi)

bu yiizeylere q— equidistante (es uzakhikl) regle yiizeyler ad1 verilir.
Teorem 4.1.1: g-equidistante regle ylizeylerin dayanak egrilerinin Franet catilari
sirasiyla {Vl,VZ,Vs} ve {V;,V;,V;} ve teget vektorler arasindaki aci ¢:¢(t) ile

gosterilsin. Bu durumda Frenet ¢atilar1 arasinda

Vi | [cosg¢ —sing O][V,
V, |=|sing cosg 0|V, (4.1.2)
vl o o 1]l

3

bagintis1 vardir.

Ispat: V" vektoriiniin {Vl,V2 ,V3} Frenet vektdrleri cinsinden V, =aV, +bV, +cV,
seklinde yazilir. Burada a =cos¢, b =-sing ve ¢, =0 olur. Bu degerler yerine
yazilirsa V, =cos@V, —sin ¢V, seklinde olur. Benzer hesap ydntemiyle V, vektorii de

V, =singV, +cos¢V, seklinde bulunur. Tanimdan binormal vektorler paralel

oldugundan V, =V, olur.

Teorem 4.1.2: q-equidistante regle yiizeylerin r ve r dayanak egrilerinin tabii
egriligi ve tabii torsiyonu sirastyla k,, k, ve k., k; olsun. Bu egrilikler arasinda

. dt . dt
k, =(k, _1)F’ k, =k, cos¢ i (4.1.3)

bagintilar1 vardir.
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Ispat: (4.1.2) bagmtisindan V,” 1n tiirevi alinirsa

O('j\t@ %z_sin¢v1+cos¢vl’—COS¢V2—5i”¢Vz"
dv, dt’ : - i
dt” E:(—Sln¢+ k,sing)V, +(k, cosg—cosg)V, +(k,sing)V,

\A )’ (—sing+k, sm¢) V+(k oS¢ — cos¢) V +(k, sm¢)

olur. (2.1.1) ifadesinden k; egriligi

K = <(v1*)’ ,v;>,

kl*:<(—sin¢+klsin¢)%vl+(klcos¢—cos¢) dt L+ (K, sm¢) V 3|n¢V1+cos¢V2>,
N dt
kl :(kl_l) dt*

bulunur. Benzer yontem kullanilarak k; egriligi

dv, dt’

i — =cos¢V, +singV, —sin gV, +cos gV, ,

(Vz*) = (cosg—k S|n¢) V +(k;sing— smqﬁ) V +(k, cos¢)

k, <(cos¢ k, 5|n¢) V +(k, sing— S|n¢) , +(k, cos¢) V V>

seklinde bulunur.
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Dayanak egrisi olarak striksiyon egrisi alinirsa - equidistante regle yiizeylerin
parametrik ifadeleri

@, (LV) =7 (D)+W;(1), @, (tv)=r" (t)+W; (1) (4.1.4)

seklinde yazilir. Bu yiizeylerin uygun noktalardaki polar, merkezi ve asimptotik
diizlemler arasindaki uzaklik sirasiyla |p|, |Z| ve |q| ile gosterilsin (Sekil 4.1.1).

Sekil 4.1.1 ¢, (1.v) ve ¢, (1.v) regle yiizeylerinin y. y* striksiyon ¢izgileri

7 striksiyon gizgisinin denklemi " =y +aV, + bV, +cV, seklinde yazilir. Burada

o= o=, =)

dir. W vektoriiniin V, vektorii lizerine izdlisiim uzunlugu olan a, uygun noktalarda
polar diizlemler arasindaki |p| uzakligina; V, vektori lizerine izdiisiim uzunlugu olan
b, uygun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki |Z| uzakligina ve V, vektori lizerine
izdlisim uzunlugu olan ¢, uygun noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki |q|

uzakligina esittir. Buna gore striksiyon ¢izgilerinin yazilisi
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7w =pV,+2V,+qV, veya y =y+pV,+2zV,+qV,. (4.1.5)

Teorem 4.1.3: q-— equidistante regle yiizeylerin striksiyon ¢izgileri arasinda

v =y+ le+zV2+(Z Jl:pkljv3 (4.1.6)

2

bagintis1 vardir.

Ispat: Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olarak alindiginda (4.1.5) den
I =r+pV,+zV, +qV, (4.1.7)
yazilir. Tlirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa,

!

(')

(1+ p' =k z)V, +(k,p+ 7' =k,q)V, +(k,z+q')V,

olur. Bulunan bu ifade V, ile i¢ garpilirsa

(F) V)= {2+ =k )Vs+ (kP 2 =@V + (k2 + Vo,V ),

!

(r) V)= (14 p = kyz) (Vi =KV )+ (K, P+ 2 = K@) (Vo =KV )+ (K2 +07) (V3 =KV, ),

[ w)

<(r*)’ ,V3'> :((1+ p'—kz)V, +(k,p+2'—k,q)V, +(kzz+q’)V3,—k2V2>,
[ w)

<

(r*)' ,V3'> = —kk,p—k,z'+kq

bulunur. Bu ifade ~ striksiyonun (2.2.4) ifadesinde yerine yazilirsa y~ stiksiyon ¢izgisi
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N kK, k,z'+k,
y =r+pV,+zVv,+qV, - { P- k2 q} 31

_klkz p _k22,+ kzzq JV
31

y*=r+pvl+zvz+(q— .
k2

2
y o=r+ pV1+zV2+(qk +kk2ijk L _kij ar

Y =r+ le+zV2+[Z T(klp]VS

2

olur. Striksiyon ¢izgisi ayn1 zamanda dayanak egrisi oldugundan

Y=y le+zV2+(Z T(klp]%

2

seklinde elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1: q-equidistante regle yiizeylerin asimptotik diizlemler arasindaki q
uzaklig1

(4.1.8)

bagintis1 ile verilir.

Ornek 4.1.1: Dayanak egrileri olarak r(t)= ( sint,—=cost, J

et

r(t)= [4\/5 +——sint, 442 + ——cost —j egrileri, {iretici vektdr olarak bu egrilerin

72 N

*

ve V, (t)= L cost,——sint

S

V,(t)= (i cost, ———sint

1
V2o 2 _ﬁj

binormal vektorleri alinirsa regle yiizeylerinin parametrik denklemleri sirasiyla
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o, (LV)= [\/_smt\/_cost \/_j [j_cost jisint,—%],

§0V;(t,v)=(4\/§+\/_smt4\/_+\/_cost \/_J (j_cost jgsint,—%j

seklinde yazilir. Simdi bu ylizeylerin es uzaklikli regle yiizeyler oldugunu gésterelim.
@, (tv) ve @, (t,v) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgileri ve r(t) egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve burulmasi sirasiyla

y(t )=(%smt \/lzcost \/_j (t):(4\/§+\/_smt 4\/_+j-§COSt %)

(—sint,—cost,0),

V,(t)= (% cost,—%sint,%), V,(t)

Vs(t)=(%COSt,—%sint,—%j, kﬁ%, kzz—%

seklinde bulunur. W =7 —y oldugundan W = (4\@, 42, 0) olur. Bu durumda polar

ve merkezi diizlemler arasindaki p ve z uzakligi sirasiyla
p=4cost—4sint ve z= —4:2sint —4+/2 cost

seklinde bulunur. z nin tiirevi alinir ve (4.1.8) de yerine yazilirsa q uzaklig
q=4cost—4sint (4.1.9)

seklinde olur. Asimptotik diizlemler sirastyla H =Sp{V,,V,} ve H" =Sp {Vl*,Vz*} ile

gosterilirse bunlarin denklemleri
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—

(7X.V;)=0

= <(x—%sint, y—%cost, z —%j,(%cost,—%sint,—%b =0

1 1. . .
= x—cost—zsmtcost— yismt+lsmtcost—zi+%:0

J2 Va2 V2

:xicost—yisint—zi+%=0

V2 V2 V2
H.. xcost—ysint—z+gt:0, (4.1.10)

<}/*X*,V3*> _ 0

= <(x—4\/§—%sint, y—4\/§—%cost, z—%],(%cost,—%sint,—%) =0

1 1. 1 . . 1.
:>x—cost—4cost—§smtcost—y—smt+4smt+—smtcost—zi+£:0

2 2 2 J2 2

= xicost—yisint—zi+4sint—4cost+%=O

Z TR

V2

H"... xcost—ysint—z +4\/§(sint—cost)+7t =0 (4.1.11)

seklinde bulunur.
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e t=0igin y ve y striksiyon noktalari, V, ve V, binormal vektérleri, H ve H”

diizlemleri ve q uzaklig

wo-[go-g) o)
H... x-=2=0, H"... x-z2-4/2=0, q=4

seklinde bulunur. Agciktir ki striksiyon noktasinda binormal vektorler birbirine
paraleldir. Asimptotik diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

A(a,O,a) eH ve B(b,O,b—4\/§) e H” seklinde olur. A ve B noktalar1 arasindaki

uzaklik 4 olacak sekilde a, belIR sayilarmi bulalim. Iki nokta arasi uzaklik

bagintisindan

|AB|= (b-a)" + (b-a-4v2) =a.

A=b-a alnirsa A2 —4+/22+8=0 olur. Bu denklem ¢ziiliirse A =2+/2 ve buradan
b-a= 2x/§ bulunur. b =3\/§ ve a=\/§ alinirsa A ve B noktalar A(x/E,O,\/E) ve

B(3\/§, 0, —\/5) seklinde olur. Bu durumda A ve B noktalar1 arasi uzaklik ||AB|| =4
(Sekil 4.1.2).
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Sekil 4.1.2 =0 aninda H, H" diizlemleri ve ¢ uzakligi

b=+2, a=—2 almrsa A(—/2,0,—2) ve B(v2,0,-3J2) ve |AB|=q=4.

b-a=22 sartin1 saglayan baska A ve B noktalar1 bulunabilir ve aralarindaki
uzaklik 4 olur.

. t=% icin y ve y striksiyon noktalari, V, ve V3* binormal vektorleri,

H ve H™ diizlemleri ve q uzaklig

y(%j:(zji’zg’eﬂzj’ 7(9:(2551623?633
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Ho. Y3y ——y 2+22 - 2\/_+*f”—o, q=23-2.

2

seklinde bulunur. Aciktir ki striksiyon noktasinda binormal vektorler birbirine
paraleldir. Asimptotik diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

2 12

seklinde olur. A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik 2\/§ —2 olacak sekilde a,, a,, b

ve b, € IR sayilarmi bulalim. Iki nokta aras1 uzaklik bagmtisindan

||AB||=\/(b1a1)2+(b2a2)2+{§(b1a1)%(b2a2)+2x/§2x/€] :2\/5_
dir. 4, =b —a ve A, =Db,—a, alinirsa

TA +52 ~ 23, +(8V6 -2442) 2, + (86 -8V2) 4, +64-323=0  (*)

olur. Bu denklemde A, sabit alinir ve A, e gore diizenlenirse (tersi de yapilabilir)

73 +(~2v/32, + 846~ 24412 ) 4, + (542 + (86 ~8v2 ) 2, +64-32/3) =0

bulunur. Burada A, degeri

= 12817 +(128v2 ~1286 ) 1, - 256 +128+/3
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) b
olur. Ozel ¢oziimler arandifindan A, =0 igin /11:——]1 olur. Bu durumda A,
a
gz

ifadesinden A;+(\/6—\/§)22+2—\/§=0 olur. 4, ye goére ¢Oziim yapilirsa

- ) b —
A, = V26 bulunur. Ote yandan 4 = —— oldugundan A, = M olur.
2 2a, 2
Buradan b -a = @ ve b,-a, = \/52\/6 olur. Bu esitlikleri saglayan

b, b,, a ve a, degerleri

, a,=
22T 2

b= 2426, b, =2, a Y2 6 . N2 6
2

seklinde alinirsa diizlemlere ait A ve B noktalar

(i_iif \/—\/_HJVGBEZ\/— \/—\/—\/—\/_HJ

2 2 2

seklinde bulunur ve bu noktalar arasi uzaklik | AB|=q =23 -2 olur (Sekil 4.1.3).
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g=233-2

Sekil 4.1.3 r:% aninda H. H dizlemleri ve ¢ uzakligi

Bir bagka b, = 42 + /6, b—\/§+\/_ a1—5\/_ 3\2/_ a, = ¥+¥

degerleri igin A ve B noktalar

A(5ﬁ+3\/€ NP 3\/§+\/1§27zJ . 8(4\/§+x/—x/§+\/_3«/_ &, fﬁ]

2 2 2 2 2

seklinde olur ve bu noktalar aras1 uzaklik ||AB|| =Qq= 243 -2 bulunur.

bl—aizﬂ ve bz_a'z:ﬁ;\/g

sartin1 saglayan bir baska A ve B noktalari

bulunur ve aralarindaki uzaklik 2\/5 —2 olur.

37



e t :% igin y ve y~ striksiyon noktalari, V, ve V, binormal vektdrleri,

H ve H™ diizlemleri ve q uzakhig

(i aas) el )

H.. —x- +
2 2 8

seklinde bulunur. Aciktir ki striksiyon noktasinda binormal vektorler birbirine
paraleldir. Asimptotik diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

ALailazv_ai 7b1_ 2 , +

V2 —£a2+&JeH ve B(bl,b,\/E ﬁb &JEH*
2 2 8 8

seklinde olur. A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik ||AB||:O olacak sekilde a,, a,, b,

ve b, € IR sayilarmi bulalim. Iki nokta aras1 uzaklik bagmtisindan

V2

||AB||\/(bl_a1)2+(b2_az)2+ (bl_a1)+7(b2—az)J =0.

V2
2
A =b-a, 4, =b,—a, alimrsa 34" +317 +24,4, =0 olur. 4, sabit alinir ve A,

gore diizenlenirse (tersi de yapilabilir) 347 +(24,) 4 +34, =0 olur. Burada A,

degeri A, =822, A, =0 igin /4 ———% olur. Bu durumda A, ifadesinden 4, = 0

egeri A, =-84,. A, =0 igin ﬂl——g olur. Bu durumda A, ifadesinden 4, =
2

ve A4, =0 bulunur. 4, =b —-a ve 4,=b,—a, oldugundan b =a ve b,=a, olur.

b =a, =2 ve b, =a, =4 alinirsa diizlemlere ait A ve B noktalari
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A(2,4, 2+ ‘/E”] ve 3[2,4,—\/§+%J

8

seklinde bulunur ve bu noktalar arasi uzaklik |AB||=0 (Sekil 4.1.4).

Sekil 4.1.4 r:% aninda H, H  diizlemleri ve ¢ uzaklig1

Bir baska b, =a, =-2 ve b, =a, =2 degerleri i¢gin A ve B noktalar1

seklinde olur ve bu noktalar arasi uzaklik |AB||=q=0. b =a, ve b,=a, sartim
saglayan bagska A ve B noktalari bulunabilir.

. t=% igin y ve y~ striksiyon noktalar1, V, ve V, binormal vektdrleri,

H ve H™ diizlemleri ve q uzakli
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) (3 1z ) .(z) (16443 17 =«
7(3}(2&’2&’3&]’ 7(3j_( 22 ’2J5’3J§]’

(5 Ha ) o)

ﬁy—z+&:0,

H... 1x—
2 2 6

H... %x—;y—z+2\/§—2\/§+%:0, q=2/3-2.

seklinde bulunur. Agiktir ki striksiyon noktasinda binormal vektorler birbirine
paraleldir. Asimptotik diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

(aiaz,eyf I] (blbz, f ,+24/6 -2 J_J_”J ‘

2 2

seklinde olur. A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik 232 olacak sekilde a,, a,, b

ve b, € IR sayilarim bulalim. Iki nokta aras1 uzaklik bagintisindan

”AB”\/(bl_al)2 +(b, _a2)2 +{%(b1_a1)_§(b2 _az)"'z\/g—Z\/Ej =23

A =b-a ve i, =b,—a, alinirsa
547 +72% 2307, + (86 ~842) A, + (86 ~ 2442 1, + 64 - 323 =0

olur. Bu denklem (*) denklemi ile hemen hemen aymdir. Sadece 4, ve 4, nin rolleri

degismistir. Dolayisiyla ¢oziimler yer degismistir. Buna gore

V2-V6  _3V2-\6

2 77

A =
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A=b-a, b, —a, oldugundan b—a, - Y20 @

> ve b,-a, =

b, =\/§, b, =2\/§—\/§, a =%+§ ve a, =%—§ alinirsa diizlemlere ait A ve

B noktalari

A(£+ﬁ,ﬁ_ﬁ,\/§+%J ve B(\/E,z\/i_\/é,\/éJr%J

2 2 2 2

seklinde bulunur. Bu durumda A ve B noktalari arasi uzaklik ||AB|| = 2\/§ -2 (Sekil
4.1.5).

@, (t.v)

g=233-2

Sekil 4.1.5 r:% aninda H, H™ diizlemleri ve ¢ uzakligi

_5V2, 36

2 36,
2 2 2

Bir baska b1=\/§+\/€, b2=4\/§+\/6’ a =< > e a

degerleri igcin A ve B noktalari
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A(:j\/§+3\/6 5\/§+3\/6 —3\/§—ﬁ+&J ve

2 22 2 2 2 6

B[ﬁ+£,4ﬁ+f -2k, f”}

6

seklinde olur ve bu noktalar arasi uzaklik ||AB||:2\/§—2 olur. Benzer sekilde

b—a = ﬁ;\/g ve b,—-a, = @ sartin1 saglayan bir baska A ve B noktalari

bulunabilir.

o :% igin y ve y~ striksiyon noktalar1, V, ve V, binormal vektdrleri,

H ve H™ diizlemleri ve q uzaklig

H.. —y- z+%=0, H'... —y-z7- 4\/_+\/_” 0, q=4.

seklinde bulunur. Aciktir ki striksiyon noktasinda binormal vektorler birbirine
paraleldir. Asimptotik diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

A(O,—a,a+\€ JEH ve B[O “b,b— 4\/_+\/;”J )

seklinde olur. A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik 4 olacak sekilde a, be IR

sayilarmi bulalim. ki nokta aras1 uzaklik bagmntisindan

||AB||=\/(b—fﬂl)2+(b—a—4\/§)2 _
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A=b-a alimirsa 1> —4/24+8=0 olur. Bu denklem ¢oziilirse A = 2/2 ve buradan
b—a=2+2 bulunur. b=3v2 ve a=+2 icin A ve B noktalari

4

A(O,—x/i,\/i+ \/EEJ ve B[O,—3J§,—«/§+%]

seklinde bulunur ve bu noktalar arasi uzaklik | AB||=4 olur (Sekil 4.1.6).

Sekil 4.1.6 t:% aninda H, H~ diizlemleri ve ¢ uzaklig1

Bir baska b = V2, a=-2 degeri icin A ve B noktalari

seklinde bulunur ve bu noktalar arasindaki uzaklik ||AB|=4 olur. b—a= 242 sartini
saglayan A ve B noktalar1 bulunabilir.
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Sonug olarak t nin bazi degerleri i¢in ¢, (t,v) Ve @ (t,v) q-—-equidistante regle

yiizeylerin striksiyon egrileri boyunca binormal vektorleri paralel ve uygun noktalarda
asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik sabit olur (Sekil 4.1.7).

Py, (t.v)

Sekil 4.1.7 ¢ -equidistante regle yiizeyler

q — equidistante regle ylizeylerin striksiyon egrilerine ait birim tegetler sirasiyla T ve

T olsun. T ile V, arasindaki ag1 & ve T  ile V, arasindaki ag1 o~ ile gosterilirse

T =cosoV, +sinoV,, T =cosc’V, +sinc’V, (4.1.12)

olur.
Teorem 4.1.4: - equidistante regle yiizeylerinin t ve t* parametreleri arasinda

*

%=\/(c030+ p'— 2k, )’ +(sino + zk2+(ZJ|r(ﬁ)')2 (4.1.13)
2

bagntisi vardir.
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Ispat: (4.1.6) ifadesinden tiirev almirsa

dy' dtt dy , , (2+kp). (2+kp).,
— ===+ p'V,+pV, +2V,+2V, + =V + A
dt* dt dt p 1 p 1 2 2 [ k j 3 ( 3

T*%:T +p'V,+p(kV,)+ z'\/2+z(—klvl+k2V3)+[Z +k1pj V3+(Z +k1pJ(—k2Vz),

k2 kZ
T*%:T+(p’—zk1)vl+(z'+ pk, —2' =k, p)V, + zk2+(zj;ﬁ} Vs,
2
T*di=T+(p’—zkl)Vl+ zk, + kP V,
dt K,

bulunur. T nin (4.1.12) degeri burada yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

T*%=c030vl+sinavs+(p’—zkl)V1+ zk2+[Z T(klpJ Vs,

*dt*_ i 1 Z'+k1p |
T E_(c030+p—zkl)vl+ S|n0'+2k2+( K J Vs (4.1.14)

olur. Norm almirsa

%:\/(cos<7+ p'— 2k, )" + (sin o + 2k, + (

Z'+kp

K,

)).
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Sonu¢ 4.1.2: q-equidistante regle yiizeyinin T~ teget vektdriiniin Frenet catisi
cinsinden ifadesi

(coso+ p'—zk, )V, + sina+zk2+(Z +k1pj vV,
T" = (4.1.15)

(coso+ p'—zk, )’ +| sino + zk, +(

seklinde verilir.

Teorem 4.1.5: q- equidistante regle yiizeylerinin striksiyonlar1 sirasiyla o ve o
olsun. Bu striksiyonlar arasinda

secg(coso + p'—zk,)

Coso = — :
\/(c030+ p'— zk1)2 +(sino + zk, + (z+71p),)2
2
cosco sing =0, (4.1.16)
. Z'+k1p ’
(sino+zk, +( ))
sinc” = 2

z'+k1p),)2

2

\/(c050+ p'— zkl)2 +(sino +zk, +(

bagntilar1 vardir.
Ispat: T"=coso’V, +sing’V, ifadesinde V,” ve V, 1n yerine (4.1.2) den karsiliklart
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

T =coso cosgV, —coso singV, +sino’V,

bulunur. Bu ifade (4.1.15) ile karsilastirilirsa istenilen elde edilir.
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Sonu¢ 4.1.3: g--equidistante regle yiizeylerin dayanak egrilerinin teget vektorleri
birbirine paraleldir.

Ispat: coso'sing=0 esitliginde coso =0 ise 0'*:%+k7z, kelIN olur. Bu

durumda T~ ile V, birbirine diktir. Bu durumda T~ polar diizlemde bulunur. Bu ise
(4.1.12) ile ¢elisi. O halde cosc =0 olamaz. sing=0 olacagindan
¢=0+kz, kelN olur. Budurumda V, ve V, vektérleri paralel olur ve cos¢ = F1,
sing =0 bulunur.

Sonu¢ 4.1.4: g-equidistante regle yiizeyinin dayanak egrisine ait Frenet vektorleri
arasinda

Vi| [1 0 0][Vv, Vil [-1 0 0]V,
V, |=|0 1 0[|V,| veya |V, |=| 0 -1 0|V, (4.1.17)
vV, | [0 0 1]V, vV, | L0 0 1]V,

bagmtilari vardir.
Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.2) den iddia gosterilmis olur.

Sonu¢ 4.1.5: q--equidistante regle yiizeyinin dayanak egrilerinin tabii egrilikleri

arasida

. dt . dt .
k, :(kl—l)ﬁ, kzzkzﬁ veya k; =k,

at (4.1.18)

dt

bagintilar vardir.

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.3) den iddia gdsterilmis olur.

@, (t, V) regle ylizeyi kapali Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim agilari,

acilim uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

A= dlat, 4. =0, A.=¢kdt, (4.1.19)
() ()

L, = (g?) dt’, L, =L, =0, (4.1.20)
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P.=0, P.=—3? — F&:% (4.1.21)
2

seklinde olur.

Teorem 4.1.6: g-equidistante kapali regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin ¢izdigi

regle yiizeylerin agilim agilar1 arasinda

A =cosgi, + ¢ kcosgdt, A. =4, =0,
(PVy+2V,+qV3)

(4.1.22)

Ap=A-L+ ¢ (k-1

(PVi+2Vy+0GVs)
bagmtilar1 vardir.

Ispat: A, m (4.1.19) ifadesinde k, 1n (4.1.3) deki esitligi yerine yazilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa
A= Plodt = 4. = Pk, cos¢d—t*dt*

1 ; 1 ] dt

() ()
= A= <]5 k, cos gdt

()
= A= <j> k, cos gdt

()

elde edilir. Burada r" =r+ pV,+2V,+qV, yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

ﬂv; = Sﬁ k,cosgdt = ﬂv; = <.f> k, cos gdt
()

(r+pVy+2v,+qVs)

= ’1\/5 = <'f> k, cos ¢dt + <_|5 k, cos gdt
(r)

(pVy+2V,+qVs)
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olur. (2.2.7) ifadesi dikkate alinirsa A .=cos¢A, + (f)

(PVy+2V5+qVs)
Benzer hesaplamalar . = <j> k,dt” ifadesi i¢in de yapilirsa
()

Ay = Plidt = 4, = qi(kl—l)%dt*
) G
= A = § (k,~1)dt
()

=4:= ¢ (k-D)dt

(r+pVy+2v,+qVs)

=4 =Pk -Ddt+ $ (-1t
g

(pVy+2V,+qVs)

= A, = Pkdt—Ppdt+ §  (k-1)dt

(r) (r) (PVy+2V,+0V3)

bulunur. Burada (2.2.7) ve (4.1.19) ifadeleri dikkate alinirsa

Ap =2 L+ § (k-D)dt ve 4. =4, =0.

(PVy+2V,+qVs)

k, cosgdt bulunur.

Sonug 4.1.6: g - equidistante kapali regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle

yiizeylerin acilim agilar1 arasinda

e =FAF kgt A, =2, =0,

(PVy+2V,+aV3)

Ae=A =L+ ¢ (k-1)dt

(PVy+2Vp+QVs)
bagintilar vardir.

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.22) ifadesinden agiktir.
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Teorem 4.1.7: q- equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrileri egilim ¢izgisi
olmalar1 halinde Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle ylizeylerin agilim uzunluklari
arasinda

Lk =cosgk,L, + §  Kkcosgdt, L.=L.=L, =L, =0 (4124)

(PVy+2Vy+qVs)

bagintilar1 vardir.

Ispat: dt” =%COS gat, L .= CJ.D dt” ve dayanak egrileri birer egilim cizgisi almirsa
? ()
(I :%cos;ﬁcﬁ dt olur. Burada (4.1.7) ifadesi yerine yazilirsa ve gerekli diizenlemeler
2

yapilirsa

LV;:%COS(/ﬁ Ef) dt:LVl*:%cow[cﬁdH cﬁ dt]
2 2 (r) (PVy+2V,+0qV3)

(r+pVy+2v,+qVs)

=L,k =k, cos¢[q$ dt+ ¢ dt]
(r) (PVy+2V,+qV3)

:>Lvl*k;=k2cos¢q'>dt+kzcos¢ <]5 dt

(r) (PVy+2V,+qVs)

=L k, = cos gk, @ dt + cj') k, cos gdt

(r) (PVy+2V,+0qV3)

=L k, = cos gk, L, + 95 k, cos gdt

( pVi+zv, +qV3)

olur. (2.2.7) ve (4.1.20) ifadelerinden L. =L . =L, =L, =0 elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7: g-—equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrileri egilim ¢izgisi
olmasi halinde Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim uzunluklari arasinda

Lok =Tkl 7 ¢ kdt, L.=L.=L, =L, =0 (4.1.25)

(PVy+2V,+qVs3)

bagintilar1 vardir.

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.24) ifadesinden agiktir.
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Teorem 4.1.8: (- equidistante regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle
yiizeylerin dagilma parametreleri arasinda

*

dt
R =R, =0, Fi/; =R, sec¢a,
(4.1.26)
R, COs¢ dt” k, COS ¢ dt”
R/; - 2 52 s |y ey R/{ - 3 2 .2 4 | dt
(k,—1)"R? +cos® ¢ ) dt (k—1)"+k; cos® ¢ | dt

bagmtilari vardir.

Ispat: (2.2.7) ve (4.1.21) ifadelerinden P. =R, =0 oldugu agiktir. (4.1.21) ifadesinden

«\2 2
Fi/; degerini Pi = w seklinde yazilir. Buradan;
Vv, 2
1 () )  (6f()
R/E k; R/; k, k
*\2
= Pi = (kkl*) +k;

dt )’ 2 dt
1 (kg a1 (kL) dt
dt dt
P d e TR T sy
R kzcos¢F v 2 COS¢
:i:(kl_l)z L 'd_E+k2COS¢d_t*
P k,cos¢ dt dt

vz
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1 21 dt dt
—=(k, -1) —secgdp— +k,cos¢g—
=5 = (k1) msecg o vk, cosg

A 2

dt

1 1
:P—z[(kl—l)zk—sec¢+ k, cos¢JF

Vv, 2

olur. (2.2.7) ifadesinden P,. drah

1 dt 1 2 1 dt
=|(k =1)* —sech+k, cos —=—=|(k,-1)" P, secg+—cos¢ |—
(k) e g 2 {u g ¢Jdt

1
R;

P
:i: (kl—l)z Vs +cos¢ dt*
P cosg R, )dt

v

*

=>P.= L v
v P dt
(k _1)2¢+M
" 7 cosg PR,

R, cos¢ dt”
= PV - 2 2 2 | dt
© | (k-1) R: +cos’ ¢ dt

seklinde bulunur. PR. ifadesini bagka bir yontemle bulmak i¢in (4.1.21) de ki P..

2 2

degerine k; ve k; 1n (4.1.3) degerleri yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

b o k, cos ¢ dt”
v, 2 | 12 Ana2
> | (k=1)"+k;cos’¢ | dt

elde edilir. Son olarak PV; ifadesinde (4.1.3) bagintis1 yazilir, gerekli hesaplamalar

yapilir ve (2.2.7) degeri de dikkate alinirsa
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*

P*:ijp* iidt

ik, V% B k, cosg dt

dt”
= F{/; = PV3 sec¢a

olur.

Sonu¢ 4.1.8: g-—equidistante regle yiizeylerin Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle

yiizeylerin dagilma parametreleri arasinda

dat’
dt '

(4.1.27)

bagmntilar1 vardir.
Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.26) ifadesinden agiktir.

Sonu¢ 4.1.9: - equidistante regle yiizeyleri ayn1 dagilma parametrelerine sahip ise

teget vektorleri arasindaki ¢ acist

o= arccos(dij (4.1.28)
dt
seklinde olur.

@, (t,v) kapali regle yiizeyinin dayanak egrisine ait C birim Darboux vektdriiniin
¢izdigi regle yiizeyin agilim agis1 ve agilim uzunlugu sirasiyla A. ve L. olsun. (2.1.7),
(2.2.6) ve (2.2.8) ifadelerinden A. agilim agis1 ve L. agilim uzunlugu sirasiyla

e =(D,C)= 4 = <ﬂle1 + A4, V,,8IN OV, + cos 9\/3>

= A = A, sin0+4, cosd (4.1.29)

ve
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L =(V,C)= L =(L,V,,sin &V, +cos V)
= L. =L, sing (4.1.30)

olur. C vektoriiniin ¢izdigi regle ylizeyin drali P, ile gosterilirse (2.2.5) ifadesinden

; do . deo
B det(r',C,C') det(vl,sm A +COSW3vCOSHEV1 —sin edtvsj

c |C'2 = e

2

cos edﬁvl —sin Gd—gv3
dt dt

=P, =0 (4.1.31)

olur. Ayni islemler benzer sekilde kapali ¢ (t,v) regle yiizeyi icin de yapilirsa C”

birim Darboux vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin agilim agisi, agilim uzunlugu ve drali
sirastyla

Ae = Ay SN 0 + A,; €OS g, (4.1.32)
L. =L,.sin g, (4.1.33)
P.=0 (4.1.34)

seklinde bulunur.

Teorem 4.1.9: q-equidistante regle yiizeylerin r~ dayanak egrisinin C™ birim
Darboux vektoriiniin V, vektorii ile yaptigi ag1 6 ise

k, cos ¢

cosd” = k1
\/kzz cos? ¢+ (k, —1)’

) \/kzcosz¢+(k —l)2 - sno =
2 1

(4.1.35)

bagintilar1 vardir.
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Ispat: (2.1.6) ifadesinde k; ve k, egriliklerinin (4.1.3) degerleri yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

dt
: (k-1 %
cose*:%:cose*: 12 dt -
(k) + (k) (k—l dtj (k dtj
(k, )dt* + ZCOS¢dt*
dt
(- &
= c0s0 = 12 dt -
dt 2 dt
k,-1)7| — | +(k
o2 b ()
. (kl_l):t*
= c0s0 = i - t
2
i (k,—1)" +(k,cos¢)
= cosf" = (k-1 ,
\/(kl —1)2 +(k, cos ¢)2
dt
* k, COS¢p—
sine*:%:sine*: i . dt .
(k) +(k:) ( _ dt] ( dat
(k,—1) i)t kzcos¢dt*
dt
k, cos -
—=sind = 22 ¢dt -
dt 2 dt
k,—1)° — | +(k
\/( 1) (dt*J + (ky cos) (dt*]
k, cos ¢ dt*
=sing = i dt
2 2
g (k,—1)" +(k, cos ¢)
=sing = k; OS¢
\/( k,—1)° +(k, cos ¢)’
bulunur.
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Sonug¢ 4.1.10: g - equidistante regle yiizeylerin r” dayanak egrisinin C birim Darboux
vektoriiniin V, vektorii ile yaptigi ag1 6 ise

cose*:L’ sing" =7 K,

_ 4.1.36
k —1)° +k2 k, —1)° +k? ( :
(k1) +k, (k —1)" +k;

bagintilar1 vardir.

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.35) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.10: g — equidistante regle yiizey ve r” dayanak egrisinin C"~ birim Darboux
vektorl ¢, (t,v) regle yiizeyi elemanlari cinsinden ifadesi

. k, cos® ¢ V k, cos¢sin ¢ V N k, -1 v
3

\/kz cos? g+ (k, —1)° \/kzcos ¢+ (k 1 \/kzcos ¢+ (k 1)’
(4.1.37)

C =

seklinde verilir.

Ispat: (2.1.7) ,(4.1.35) ve (4.1.2) ifadeleri dikkate alinir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

C =sindV, +cosdV,,

C' = k; OS¢ (cosgV, —singV, )+ k1 =V,
\/kfcosz¢+(kl—1) \/kzcos #+(k ~1)°
cr k, cos® ¢ V k, cosgsin ¢ V k,—1 V3
\/kzcos ¢+ (k 1 \/kzcos ¢+ (k, 1)’ \/kzcos ¢+ (k 1)
bulunur.
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Sonug 4.1.11: g - equidistante regle yiizeylerin r~ dayanak egrisinin birim Darboux

vektorii C” olsun. C” vektériiniin ¢, (t,v) regle yiizeyi elemanlari cinsinden ifadesi

C'= V, + L V, (4.1.38)

seklinde verilir.

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.37) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.11: q - equidistante kapali regle yiizeylerin r* dayanak egrisinin C” birim

Darboux vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin agilim agisi, agilim uzunlugu ve drah
arasinda

k,—1

k, cos
I = 0059 (cosga, +a, = (4, - L, +a)
\/kjcosz¢+(k1—1) \/kzcos ¢+ (k ~1)
. kZcos® gL, +ak,cosg¢
L ky == S , P.=P.=0

\/kzz cos® ¢+ (k, ~1)°
(4.1.39)
bagntis1 vardir. Burada a, ve a, esitlikleri

a= ¢ koosgdt, a,= § (k-1)dt

(PVy+2V,+0V3) (PVa+2V,+0qV3)

Ispat: (4.1.32) ifadesinde (4.1.35), A, Ve A, 1 (4.1.22) esitlikleri yerlerine yazilirsa

Ar = ﬂw sing” +’1v; cosd’,

k,—1
\/kzcos ¢+ (k, 1)

k, cos ¢

.=
\/kzz cos® ¢+ (k, ~1)°

= (4, - L, +4)

(cos A, +3y

(4.1.33), (4.1.35) ve (4.1.24) ifadelerinden gerekli diizenlemeler yapilirsa
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. k, cOS ¢ cosgk,L,, +a,
L. = va sing" = L. = - z - ( %
\/kz cos® ¢+(k, —1) 2

. kicos’ gL, +ak,cosg
= L.k, = . =
\/kj cos’ g+ (k, —1)

elde edilir. (4.1.31) ve (4.1.34) ifadelerinden R, = P.. =0 oldugu agiktir.

Sonuc 4.1.12: q - equidistante kapali regle yiizeylerin r” dayanak egrisinin C~ birim
Darboux vektoriinlin ¢izdigi regle yilizeyin ag¢ilim acisi, agilim uzunlugu ve drali
arasinda

7k k —1
I = (¥ ) (4, - L, +a,),
: ,/k§+(k1—1)2( ) k22+(k1—1)2( )
(4.1.40)
. kL, Fak
Lok =——"-ou>, PR =P.=0

k2 +(k —1)°

bagmtisi vardir. Burada a, ve a, esitlikleri

a=F ¢ kdt a= ¢ (k-Dt

(PVy+2V,+0V3) (PVy+2V,+0qV3)

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.39) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.12: g- equidistante regle yiizeyinin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilarina
bagli olarak hareket eden birim vektérler X =XV, +X\V,+xV, ve

X" =xV, + %V, +xV, olsun. Budurumda X" vektdrii
X" = (c:osqﬁ(x1 —p)-sing(x, - z))Vl* +(sin ¢(x — p)+cosg(x, - z))Vz* +(%,—q)V,

(4.1.41)

seklinde verilir.
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Ispat:

X X -

Sekil 4.1.8 x. X vektorii

Sekil 4.1.8 ve (4.1.5) ifadelerinden X~ vektorii
X'=X =y = X =XV, + X%V, + XV, —(pV, + 2V, + qV;)
= X =(X%—P)V, +(X, —2)V, +(X, —q)V,
seklinde yazilir. Burada (4.1.2) ifadesi yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

X*

(% = p)(cosgV, +sin gV, )+(x, —z)(—sin gV, +cos gV, )+(x, —q)V;,

X" =(cosg(x,—p)-sing(x, —2))V, +(sing(x — p)+cosg(x, - 7))V, + (%, —q)V,"

Sonuc¢ 4.1.13: g-—equidistante regle yiizeyinin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilarina

bagl hareket eden birim vektorler X~ vektorii
X" =F(x—p)V, (X, —2)V, +(X,—q)V;. (4.1.42)

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.41) den agiktir.
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Teorem 4.1.13: ¢, (t,v) kapali regle yilizeyinin dayanak egrilerinin Frenet catilarina

bagl hareket eden X vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin ag¢ilim agisi, agilim uzunlugu
ve dral

ﬂvx = XMV1 +X32v3’ I—x = X1Lv1’
(4.1.43)

o _ kz(xf +x32)—x1x3k1
(0 +x) K (X0 ) — 2x Kk,

Ispat: (2.2.6) ve (2.2.8) bagintilarindan A, = XA, + XA, yazilir. (2.2.6) ve (2.2.8)

ifadelerinden L, =x,L, olur. (2.2.5) ifadesinden P, drali hesaplanirsa

X = X1V1 + szz + X3V3 = X'= X1V1’ + X2V2' + X3V3'
= X' =xkV, + X, (=KV, + KV, )+ X, (—kV,)
= X' = =%k\V, + (XK = XK, )V, + XK, V3,

2

[x’

= (—X,Ky )* XKy = Xeky ) (XK, ) = [ X = X2KE + X2k + X2KE — 2%,k Xk, + X2k

= | X’

2 =k? (x§ + xf)+ k? (x22 + xj)—2x1x3klk2
bulunur. Bu degerler dral taniminda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

det(r’, X, X’) det (V,, XV, + X,V, + X,V3, XKV, + (XK, = XK, )V, + XK,V )
X = 101? = = 2(02 o2 2002 o2
X1 k2 (3 432 ) +kZ (X + X2 )~ 2%,k K,

X22k2 — X3X1k1 + Xei,zkz
kf(xz2 +xf)+k22(x22 +x§)—2x1x3klk2

=P =

elde edilir.
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Teorem 4.1.14: g - equidistante kapali regle ylizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet

catilarma bagl hareket eden X~ vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin agilim agis1

A=Ay, (0052 $(x,— p)—singcosg(x, _Z))+(AV3 _ |-\/1)(X3—q)
+a,(cosg(x — p)—sing(x,—z))+a,(x,—q)

(4.1.44)

bagmtisiyla verilir. Burada a, ve a, esitlikleri

a= ¢ kcosgdt, a,= (k-1

(PVy+2Va+aV3) (PVy+2V,+QV3)

Ispat: (2.2.6), (4.1.41) ve (2.2.8) ifadelerinden gerekli diizenlemeler yapilirsa
2. =(D",X"),
Ay =4, (cOS(x — p)=sing(x,~2))+ 4. (%, 1)
olur. Burada (4.1.22) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
Ay =(cosgi, +a,)(cosg(x — p)—sing(x,—2))+(4, - L, +3)(%—q),
Ao = (cos¢ﬂvl +611)cos¢5(x1 - p)—(cos¢ﬂvl +a1)sin $(x, - z)+(ﬂvs -L, +a3)(x3 -q),

Ay = Ay, COS* ¢(X — p)+a,cosp(x — p)— A, Cosgsing(x,—z)
—a,sing(x, —z)+(ﬂva -L, +a3)(x3—q),

Ay = A, (cos® g(% - p)—singcosg(x, - 2))+(4, - L, ) (% —0)
+a,(cosg(x — p)-sing(x, —z))+a,(x,—q)

seklinde bulunur.
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Sonu¢ 4.1.14: - equidistante kapali regle yiizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet

catilarma bagl hareket eden X~ vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin agilim agis1

A =(A, 7)) (% —p)+ (4, — L, +2;) (% —q) (4.1.45)

bagintisiyla verilir. Burada &, ve a, esitlikleri

a, = 4) k,cosgdt, a, = S[) (k,—1)dt.

(PVy+2Vo+aVs) (PVy+2V,+0V3)

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.44) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.15: q- equidistante kapali regle ylizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet

catilarina bagl hareket eden X~ vektdriiniin ¢izdigi regle yiizeyin acilim uzunlugu

L,-k; = Lk, (cos® g(x — p)—cosgsing(x, - z))
(4.1.46)
+a, (cosg(x, — p)-sing(x, —z))

bagintistyla verilir. Burada a, = q.) k, cosgdt seklindedir.

(PVi+2V,+qVs)

Ispat: (2.2.6) ifadesinde (4.1.41) ve (2.2.8) ifadeleri yerlerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa

L. =(V",X),
L, =L,.(cos¢(x,~ p)-sing(x, ~z))

olur. Burada (4.1.24) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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L cosgk,L,, +a,
X" k;

](Coscﬁ(xi— p)-sing(x, ~2)),

L -k; =(cos gk, Ly, +a)(cosg(x — p)-sing(x, - 2)),

L, K =cosgh,L, (cosp(x ~ p)-sing(x, ~2)) +a, (cosg(x - p) ~sin(x, ~2))
Lk =00s? g,L, (¥, — p) —k, cosgL, sin g(x, ~7)+a,(c0s4(x, - p)—sin p(x, ~2))

L,-k; =Lk, (cos® ¢(x, — p)—cosgsing(x, —2)) +a, (cos g (%, — p)—sing(x, - z)).

Sonu¢ 4.1.15: g-equidistante kapali regle yiizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet

catilarina bagl hareket eden X~ vektdriiniin ¢izdigi regle yiizeyin acilim uzunlugu

Loks =Lk, (= p)Fa (- p) (4.1.47)
bagintis1 mevcuttur. Burada a, = q-D k, cosgdt seklindedir.
(PVi+2V,+qV3)

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.46) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.16: g - equidistante regle yiizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilarina

bagli hareket eden X~ vektdriiniin ¢izdigi regle yiizeyin dagilma parametresi

p = Cal6ing( ~p) +c0s9(x, ~2)) ~B (5, ~0) (4.1.48)
X Aq + Bq +Cq

bagintistyla verilir. Burada A,, B, ve C, ifadeleri
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A =sing| 2'—x +p—(k —1)(x - p);I j+cos¢( —x2+z—(k1—1)(X2—Z)%j,

Bq:Sin¢ —p'—x2+z—(k1—1)(X _Z)ijtt]+cos¢( 7'+ % - p+(k l)(xl p)jttj

dt

—cos¢k2(x3—q)ﬁ,

Cq =sin ¢C03¢k2(X1_ p)%_{_COSZ ¢k2(X2 —Z)%—q,,

Ispat: (4.1.41) ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

!

(X7) =(cosg(x — p)-sing(x, —2)) V; +(cosg(x — p)-sing(x, ~2))(V;")
+(sing(x — p)+cosg(x, ~2)) V; +(sing(x,— p)+cosg(x, ~2))(V;)

!

X, — )V +(% - )(VS*),

(
( cosg(x,—Pp)) —(sing(x, - ))'jvl*+(cos¢(xl— p)-sing(x,—2))(kV,)
(

!

—+

—+

sing(x,—p)) +(cosg(x,—2)) )v*

+(sing(x,— p)+cosg(%, —2)) =KV, +kVy )+ (X —0) Vs + (% =) (—kV; ),

(x°) =(~sing(x —p)~ p'cosg—(cosg(x, ~2)~2'sing) )V,
+(cos gk, (x,— p)-singk; (x, - 2))V,
+(cos¢ X —P)-p sm¢+( ng(x,~2)-2'cosg) )V,
+(sing(x,— p)+cosg(x, —2))(-kV. )
+(sing(x, — p)+cosg(x,~2))(kVy )= aV5 —k, (%~ q)V;,
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(X ) =(-sing(x — p)— p'cosg—cosg(x,—z)+2'sing)V,
+(cosgk; (%, — p)—singk; (x, —2))V,
+(cosg(x,—p)— p'sing—sing(x,—z)—z'cos$)V,
+(—sin gk, ( )—cosgk; (X, —2))V,”
+(singk; (x, = p)+cosgk; (X, - 2) )V —q'Vy —k; (x, - q)V;),

(X*)'z(sin¢(z’—x1+ p)+cosg(—p'—X, +2)-singk; (x, - p)—cosgk; (x, —2) )V,
+(cosgk; (x,— p)—singk; (x,—z)+cosg(x, — p—2')+sing(-x, +2—p')=k; (%, —0))V,
+(sin¢k;(x1—p)+cos¢k;(x2—z)—q')v3*,

(x°)

(sing(z'=x+ p—k (% —p))+cosg(-p'=x,+ 2=k (x,~2)))V;’
+(sin¢(—p'—x2+z—kl*(x2—z))+cos¢(—z'+x1— p+k (% - p))—kz*(xs_q))vz*
+(sin¢k;(x1— p)+cos¢k;(x2—z)—q')v;

olur. Burada k; ve k, yerine (4.1.3) ifadeleri yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(X°) = sin¢(z’—x1+ p—(k,—1)(x - p)%}tcosyﬁ(—p'—xﬁz-(kl_l)(xz_z);t*jjvl*

. , dt , dt
sm¢(—p - X, +2—(k, —1)(x, —z)—dt*)+cos¢[—z +X - p+(k —1)(x,— p)dt*J
V*

dt ?
_q)F

—cos gk, (X,

+ (sin $Cos gk, (X, - p)d—t*

dt 1 *
+cos’ gk, (x,—2)——q |V
it K, (%, )O|t qjs

olur. Yazma kolayligindan,
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A, =sing| 2'=x + p—(k -1)(x - p) C;jttj+cos¢(_p'_xz+Z_(k1—1)(xz _Z)%j,

B, =sing{ -p'—x+ (k1) (0, ~2) 3 |reosg| 23— p+ (k-1 (5 -P) 5 |
dt

—c0s ¢k, (X, —q)w,

. dt da
C, =sm¢cos¢k2(x1— p) at" +cos” gk, (Xz _Z)F_q

2

almrsa (X*) = AV, +BN; +CV; ve = A+B2+C? olur. Bulunan bu

()

ifadeler (2.2.5) de yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa P, . drah

det((r*)',x*,(x*)'J det(vl*,x*,(x*)'j
PX* = > = PX* = >
o o
_p G (sing(x, — p)+cosg(x,—2))-B,(x,—q)
X A +BI+C;
olur.

Sonuc 4.1.16: - equidistante regle yiizeylerinin dayanak egrilerinin Frenet ¢atilarina

bagli hareket eden X~ vektdriiniin ¢izdigi regle yiizeyin dagilma parametresi

7C, (%, —2) - B, (% -
p .= 7Cu(:=2) “By (%, —0) (4.1.49)
A, +B; +C,

bagntisiyla verilir. Burada A, B, ve C, ifadeleri
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' dt
A, ZTF(—p - X, +z—(k1—1)(x2—z)Fj, C,= kz(xz—z)F—q

' dt
B, ;(_z - p (ke ~1) (% - p)—kz(xe,—q))ﬁj,
seklindedir.
Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.48) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.17: qg-equidistante kapali regle yiizey olsun. X vektorii oskiilator

diizleminde ise X ve X~ vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin ac¢ilim acilari, agilim

uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

_ K, %
KE (X +3G ) +k3x;

X =XV +XV,, ﬂ'x:xlﬂvl’ LX:X1L\/1’ P

X" =(cosg(x — p)-sing(x, —2))V, +(sing(x,— p)+cosg(x,—z))V, —qV;,
A=Ay, (0052 $(x,—p)—singcosg(x, —z))—ﬂ\,aq+ L,.q+a, (cosg(x,— p)-sing(x,—z))-a,
L,-k; =Lk, (cos® ¢(x — p)—cosgsing(x, - z))+a,(cosg(x, — p)-sing(x, ~2)),

5 _Co (sing(x, - B)+CZOS¢(ZXZ ~2))+Bg. (4.1.50)
X A +Bq+Cq

Burada;
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a, = qS k,cosgdt, a, = cj} (k1) dt,

(PVy+2V,+qVs) (PVy+2V,+QV3)

A =Si”¢£2'—xi+ p—(k -1)(% - p)3t2j+003¢(—p’—x2 r2-(k ~1)(%, —z)%),

B, =sing{ - x,+2-(k D) (1, ~2) 55 [ cosg{ 241 p (- 1) (- ) 5 |

+C0S ¢k, q (?Tt

. dt da
C, =singcos gk, (x - p)dt* +c0s” gk, (X, —Z)F—q :

Ispat: X oskiilator diizleminde oldugundan ve (4.1.41), (4.1.43), (4.1.44), (4.1.46),

(4.1.48) bagintilarindan istenilen bulunur.

Sonu¢ 4.1.17: g--equidistante kapali regle ylizey olsun. X vektorii oskiilator

diizleminde ise X ve X~ vektdrlerinin cizdigi regle yiizeylerin acilim acilari, agilim
uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

2
k2 X2

k7 (%7 +x5)+k3xs

X =XV, +X\V,, ﬂ’xleﬂvli LX:X1LV1' P, =

X" =F(x-p)V, F(x, —2)V, —qV;,
Ae =4, (X = P)-A4,0+L,0Fa (% - p)-ag,

. _ FC,(x,—2)+B,q
Lk, = Lvlkz(x1_ p)+a'l(xl_ p)' Py = ';i‘:Bs‘Fquq ’ (4'1'51)

Burada;
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=% Cﬁ kdt, a, = (j) (kl_l)dt'

(PVy+2V,+0Vs) (PVy+2Vy+qVs)

A =7{-px 2D -2) o |

e dt ) _ dt dad
Bq=+(—z +x1—p+(k1—1)(X1—p)Fj+kzqu Cq=k2(x2—z)ﬁ—q.

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.50) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.18: q-equidistante kapali regle yiizey olsun. X vektorii normal

diizleminde ise X ve X vektdrlerinin cizdigi regle yiizeylerin agilim acilar1, agilim
uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

kz(x22+x32)

X=xV,+xV,, A, =XA , L, =0, = ,
2V2 3V3 X 3/1v3 X X k12X22+k22(X22+X32)

X" =(=pcosg—sing(x, ~2))V," +(=psing+cosg(x, ~2))V; + (% ~a)Vs,

Ay =2 (~pcos® g—singcosg(x, ~2))+ A4, (%, ~q) - L, (%~ q)
+8,(~pcosg—sing(x, —2))+a;(x,—q),

L,-k; =Lk, (~pcos’ g —cosgsing(x, ~z)) +a, (~pcosg—sing(x, - 2)),

b _ C,(—psing+cosg(x,—2))-B,(x,—q)
X Al +BZ +C? ’

(4.1.52)

Burada;
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a, = cﬁ k,cosgdt, a,= CJS (k,—1)dt,

(PVy+2V,+0qV3) (PVy+2V,+qVs)

A, =sin ¢(z’+ p((kl —1)% +ln+cos¢(— P =X, +z—(k,—1)(x, - z)ij

dt”

B, =sin ¢[— p'— X, +z—(k,—1)(x, - z)%)+cos¢[—z’+ X, + p((kl _1)£_1D

dt”
dt
—Cos k X3~ * 1
¢ 2( 3 q)dt
R Sin¢cos¢i€ +cos” gk, (X, _Z)(;jtt* -q.

Ispat: X normal diizleminde oldugundan ve (4.1.41), (4.1.43), (4.1.44), (4.1.46),
(4.1.48) bagintilarindan istenilen bulunur.

Sonug¢ 4.1.18: g — equidistante kapali regle yiizey olsun. X vektorii normal diizleminde

ise X ve X vektdrlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim agilari, agilim uzunluklari ve

dagilma parametreleri sirastyla

kz(x§+x§)

N 2(2 2\’
klx2+k2(x2+x3)

X=XV, +XV;, A =%4,, L =0,

* *

X" =FpV, (%, —2)V, +(X%—aq)V;,
Ay ==A P+ (X —0)-L, (X, —q)Fap+as(x—q),
L -k, =-L,k,pFap,

P _ G (% -2)-B,(%-0)
X Al +BZ+C? ’

(4.1.53)

Burada;
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=+ (]S kzdtv a; = Cﬁ (kl _1)dt’

(PVy+2V,+0qV3) (PVy+2V,+qVs)

A, =¢(—p’—xz+z—(k1—1)(xz —Z)%}

I dt _ dt dt
Bq:"‘(_z +X1+p((kl_l)ﬁ_ljJ*‘kz()%_q)F' qukZ(XZ_Z)F_q'

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.52) ifadesinden agiktir.

Teorem 4.1.19: g-equidistante kapali regle yiizey olsun. X vektorii rektifyan

diizleminde ise X ve X~ vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin a¢ilim acilari, agilim
uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

2
X =X1V1+X3V31 ﬂ«x :Xiﬂvl +X3ﬂva, LX =X1LV1’ PX =Lxlx3k12’
(klxl_kzxs)
X" = (005~ p)+ 25ing )V, +(sing (.~ p) - 2605)V; + (s ~)Vi.

Ay =2, (cos” (% — p)+zsingcosg)+ A, (%, —a)-L, (x,—0q)
+a,(cosg(x — p)+zsing)+a,(x,—q),

L,-k; =Lk, (cos® (x — p)+zcosgsing)+a, (cosé(x — p)+zsing),

_ C,(sing(x —p)-zcos¢)-B, (% -q)
X" A?+B§+C§ )

(4.1.54)

Burada;
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a, = q‘> k,cosgdt, a,= qS (k,—1)dt,

(PVy+2Vy+qVs) (PVy+2V,+0Vs)

A, =sin ¢(z’—xl+ p—(k,—1)(x - p)%}cos;ﬁ(—p#z[1+(k1—1)%D,

5, =sing| 5211 (k1) 3 cosg{ 2% p (k-1 (5 ) 5

dt

—cos gk, (X, —q)F,

!

C, =singcos gk, (x — p)%—zk2 coszqﬁ%—q :

Ispat: X rektifyan diizleminde oldugundan ve (4.1.41), (4.1.43), (4.1.44), (4.1.46),

(4.1.48) bagintilarindan istenilen bulunur.

Sonu¢ 4.1.19: q--equidistante kapali regle yilizey olsun. X vektorii rektifyan

diizleminde ise X ve X~ vektdrlerinin cizdigi regle yiizeylerin acilim acilari, agilim

uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

kzxa2 _X1X3kl
2 i)
(klxl - kzxs)

X=X1V1+X3V3’ /?'xzxiﬂvl"'xsﬂvgi I-x=X1Lv1’ I:)x=
X" =F(x% = p)V; F2V, +(%—0)V;,
/1X*:/’iv1(xi_p)+/1v3(XS_q)_L\/l(XS_q)ia'J.(Xl_p)+a3(x3_q)1

Lk =Lk, (% —p)Fa,(x-p),

~ $qu—Bq(x3—q)

X ,%2+B§+qu

(4.1.55)

Burada;
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&=+ (]S kdt, a;= (]S (kl_l)dt’

(PVy+2V,+qV3) (PVy+2V,+0qV3)

A, ::(— p’+z(1+(kl—1)d—ED,
dt
’ dt dt dt i
B, =$(—Z +% - p+(k -1)(x - p)Fjﬁ(z(x\?_q)ﬁ’ Co=-2k, —=-0.

dt

Ispat: Sonug 4.1.3 ve (4.1.54) ifadesinden agiktir.
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4.2 Birim Darboux Vektorlerinin Urettigi Equidistante Regle Yiizeyler

Tamm 4.2.1: r ve r’ egrilerinin Frenet catilarma ait C ve C” birim Darboux
vektorlerinin tirettigi regle yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla

oo (tv)=r(t)+VC(t), . (t,v)=r (t)+vC (1) (4.2.1)

olsun. Eger;

i)  striksiyon egrisi boyunca birim Darboux vektorlerinin paralel
i)  uygun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzaklik d
olsun)

9. (t,v) ve ¢ (t,v) yiizeylerine d — equidistante (es uzaklikh) regle yiizeyler adi
verilir.

Teorem 4.2.1: d —equidistane regle yiizeylerin C ile V, vektorii arasindaki ag1 6 ve

C"ile V, vektorii arasindaki ag1 8~ olsun. Bu catilar arasinda

\A cosa 0 sina ||V,
V, |=| O 1 0 |V, (4.2.2)
A —sina 0 cosa ||V,

bagintis1 vardir. Burada a =" — 6 seklindedir.

Ispat: (2.1.7) ifadesinden C =sin&V,+cos®V, ve C =sin@V, +cos@V, seklinde
yazilabilir (Sekil 4.2.1).

Sekil 4.2.1 ¢. ¢° birim Darboux vektorler
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C ve C” vekidrleri paralel oldugundan Sp{V,,V;} ve Sp{V,",V; | merkezi diizlemleri
birbirine paraleldir. Buradan V, =V, olur. Sekil 4.2.2 den

F 3 1—/')
/,,cn i
IZ
b'<..
Jij A
A o \c_c
\-
\
<4

Sekil 4.2.2 ¢ =" birim Darboux vektorlen

V, ve V; arasindaki ac1 o olsun. Sekil 4.2.2 den tegetler arasindaki ag1 da o dir. V,”
vektorii V" =kV, +1V, +mV, seklinde yazilir. Burada k, =cosa, |, =0 ve m, =sina
seklinde bulunur. Benzer yontem kullanilarak V, vektorii V, =—sinaV, +cosaV, olur.
Boylece (4.2.2) elde edilir.

Teorem 4.2.2: d — equidistane regle yiizeylerin dayanak egrilerinin tabi egriligi ve tabi
torsiyonu sirasiyla k;, k, ve k;, k; olsun. Bu egrilikler arasinda

k; = (k cosa -k, sina)%, k, = (k,sina +k, cosa)% (4.2.3)

bagintis1 vardir.
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Ispat: (4.2.2) ifadesinden V, vektoriiniin tiirevi alinirsa

*

(Vl*)’ & sin ad—avl +cosaV, + cosocd—av3 +sinaV,,
dt dt

*

(Vf)’ a_ —sin a(ll—?vl +cosak,V, +c05a2—?v3 +sina (—k,V,),

(Vl*)’ U gin a(;—fvl +(cosak, —sinak, )V, +c05ac:j—?vs,

Y = _sing 4% & SN dor dt
(Vl ) :—sma—.TVﬁ(cosakl—sm ozkz)ﬁvﬁcowla.wv3

k= <(V1*) ,V2*> = <—sin aE~FV1 +(cos ark, —sin ozkz)ﬁv2 +C0S

k, =(k,cosa —k, sin a)%

elde edilir. Benzer yontem kullanilarak k, egriligi

*

(V) % =KV, +KV,,

' dt dt
= —*V + k —*V y
1 2 dt 3

k= <(v2 ) Vs > = <—kl %Vl +k, %V3,—sin aV, +cos aV3>,

k, =(k;sina +k,cosa) dt*
dt
seklinde bulunur.
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Teorem 4.2.3: d — equidistane regle yiizeylerin ¥ ve y~ striksiyon ¢izgisi sirasiyla

dt Sl x (o N | I
y(t):r(t)—coseﬁc(t), Y (t)=r"(t")-coso dH*C(t ) (4.2.4)

seklinde verilir.

Ispat: C vektoriiniin tiirevi
C'= cosed—é’v1 +sin@V, —sin 6?d—9V3 +coséV,
dt dt

C'= cos@%—fvl +sin 6k,V, —sin H%—fw +c0s0(—k,V,),

C'= cos@‘jljl—‘tgvl +(sin 6k, —cos 6k, )V, —sin H(jj_fvs’

C'= cosé’d—ev1 —sin ed—9v3
dt dt

olur. Norm alinirsa

2 2 2
Ic* = (cos Gd—ej + (—sin Hd—HJ = (d_&j
dt dt dt

bulunur. Bu degerler (2.2.4) ifadesinde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
7 Ve y  striksiyon ¢izgileri

seklinde elde edilir.

Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olarak alimirsa d —equidistante regle yiizeylerin
parametrik ifadeleri

9c (LV)=7(t)+VvC(t), o (t,v)=y" (t)+VvC(t) (4.2.5)
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seklinde olur. d — equidistante regle yiizeylerin merkezi, polar ve asimptotik diizlemleri
arasindaki uzakliklar sirasiyla |Z|, |q| ve | p| olsun (Sekil 4.2.3).

Sekil 4.2.3 ¢, (t.v) ve .. (r.v) regle yiizeylerin y. * striksiyon ¢izgisi

Sekil 4.2.3 den y~ striksiyon ¢izgisinin denklemi y* =y +aV, + bV, +cV, olur. Burada

a- <F,vl>, b= <W,v2>, c= <W,v3>.

7y~ vektoriiniin V, vektérii iizerine izdiisiimii uzunlugu olana, uygun noktalarda polar
diizlemler arasindaki |p| uzakligina; V, vektorii lizerine izdiisimii uzunlugu olan b,
uygun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki |Z| uzakligina; V, vektorii lizerine

izdiisiimii uzunlugu olan ¢, uygun noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki |q|

uzakligina esittir. Buradan yy~ vektorii

7= V2V, + OV, veya p =y pVy+ 2V, +QV,, (4.2.6)
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Teorem 4.2.4: d — equidistante regle yiizeylerinin striksiyon ¢izgileri arasinda
. . dt” , , At
y =y+| p-bsind—| (a— b)a+ ((1+ p'—k,z)cos 6+ (—q'—k,z)sin 9)@ siné |V,

+2V, +(q —bcose—((a—b)%+((1+ p'—k,;z)cosd+(—q' —k,z)sin e)jils’jcosﬁjv3

(4.2.7)

bagintisi vardir. Burada a =—cos 03—;, b=-cosd :t

S

*

Ispat: a=-cos ed—;, b=-cosg 32 alinirsa  (4.2.4) bagmusindan striksiyon

cizgileri y =r+aC ve y =r +bC seklinde yazilir. Bu ifadeler (4.2.6) da yerine
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Y =y e+ V2V, + gV,
r'+bC =r+aC + pV, + 2V, +qV,,
' +b(sinV, + cosN,) =r +a(sinV, + cosV, ) + pV, + 2V, + qV,,

r'=r+(asind—bsin@+ p)V, +zV, +(acosd —bcosd +q)V,,

r'=r+((a=b)sing+ p)V, + 2V, +((a—b)cosd+q)V, (4.2.8)

bulunur. Tiirev alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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(r*)'di =r'+((a-b)sing+ p)'Vl +((a=b)sin@+ p)V, + 2V, + 2V,

+((a—b)cosd+q) V,+((a—b)cosd+q)Vs,

o dt” do ' , .
(r) E:Vﬁ(cosea(a—b)jt(a—b) sin @ + pjvl+((a—b)5|n¢9+ p)(kV,)

+2V, + 2(—kV, +kV,;) + (—sin ei—f(a— b)+(a—b) cos6+ q'jv3

+((a=b)cosd+q)(-kV,),

(r*)'%:(Hcosai—f(a—b) (a—b)sing+p - kzj
+((a=b)k,sin6+ pk, —(a—h)k,cosd—k,q)V,

+(—sin0?j—t8(a—b) (a—b) cose+q +k,z |V

*
!

-~ (1+ cos@%—'tg(a—b)+(a— b)'sing+p'— klzjotlzlitvl

()

+((a—b)k,sin6+ pk, —(a—b)k, cos6 - kzq)%v2

*

+ (—sin GZ—f(a ~b)+(a-b) cosd+q'+ kzzj%vy

bulunur. Bu ifade C’ ile i¢ ¢arpilirsa

*

<(r*)',(C*)'>:(1+cos¢9(jj—f(a—b) (a- b) sin@+p'— kzj%cosg(jj_f

*

—(—sin 9%—?(a—b)+(a—b)’cos¢9+q’+kzzj%sinede

Ev
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* * 2 *
<(r) ,(C*)>:cosﬁdi-d—9+cosze(a—b)di(d—9) +(a—b)'sin.9c059di.d_‘9
dt dt dt \ dt dt dt

* * * 2
+ p'cosedi-Ol—‘g—klzcosedi-Ol—‘g+sin2 H(a—b)d—t 40
dt dt dt dt dt \ dt

—(a—b)'cosesinedi-d—e—q'sinedi'd—g—kzzsined—t-d—g
dt dt dt dt dt dt

() e )=a-n) % (4]
dt

+(cosf+ p’cose—q'sinH—klzcose—kzzsine)aa—f

*

olur. " =r +bC ifadesi (4.2.4) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

r'=y+(p—bsind)V, + 2V, +(q—bcoso)V,

bulunur. Bulunan <(r*)',(C*)'> ve r” ifadeleri (2.2.4) ifadesinde yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

y = 7/+(p - bsine—((a— b)%+ ((1+ p'—k,z)cos 6 +(—q'—k,z)sin 9)3%Jsin erl

+12V, +[q — bcos@—((a—b)%ﬂ(u p'—k,z)cosd+(—q —k,z)sin 9)%}050}%

istenilen elde edilmis olur.

Sonuc¢ 4.2.1 d - equidistante regle yiizeylerin uygun noktalarinda merkezi diizlemler
arasindaki d uzakligi

k2 k. k
k|1+p' -2t |-k,| 9+ %
( P kf+k§J 2(‘“ kf+k§j

429
K (4.2.9)

d=

seklinde verilir.
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Ispat: (4.2.2) ifadesinden asli normal vektorleri paraleldir. Bu durumda merkezi
diizlemler arasinda ki uzaklik (3.2.2) ifadesinden

k? k. k
kll+p ——2r— |-k, |og+—-12
1[ P w+@J {q @+@j

Kk +k2

7=

seklinde yazilir. Buradan agiktir ki z=d olur ve d uzaklig

k; K.k
1+ p' - —k, | O 2
d- (+p i+ kJ 4q+ﬁ+@j

kZ+k2

seklinde bulunur.

Ornek 4.2.1: ¢, (t,v)= (—smt ——=cost, —j+v(0 0,-1) ve

2R R

9. (t,v)= (3\/7 j'_SInt j'_cost \/_J v(0,0,-1) regle yiizeyleri

d — equidistante regle yiizeyleridir (Sekil 4.2.4). Boyle oldugu Ornek 4.1.1 de ki yontem
izlenerek gosterilebilir.
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¢c‘ (t’v)

Sekil 4.2.4 d - equidistante regle yiizeyler

d — equidistante regle yiizeylerin striksiyon egrilerinin birim teget vektorleri sirasiyla

T ve T olsun. (4.2.4) ifadesinden tiirevi alimir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa T
vektorii

d}: -d—t = ﬂ—(coseﬂj C —(cos@iJC',
dt dt 0

* !

d{ gt =V, —(coseﬂ) (sinev, +cos¢9\/3)—(coseﬁj(cosé?iv1 —sin 9£V3),
dt déo de deo deo
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! 2
T= 1—sin9(c039$] —(coseij d—t,tv1
do dg) |dt

' 2
+ —cos@(coseﬁj +sin Hcosﬁ(ij d—t*v3
dé dg) |dt

seklinde bulunur. Buradan goriiliir T € Sp {Vl,Vs} diir.

(4.2.10)

Sonug 4.2.2: ¢ (t,V) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin birim teget vektdrii merkezi

diizlemde yatmaktadir.

T wvektoru Frenet vektorleri cinsinden
T =aV,+bV, +cV, (4.2.11)

seklinde yazilabilir. T ile V, vektorii arasindaki agt o  olsun. (4.2.11) ve
T €Sp{V,,V,} olmasindan dolay

T =cosoV, +sinaV, (4.2.12)

seklinde bulunur. T™ ile V,” arasindaki ag1 o ile gdsterilirse benzer hesaplama

yontemiyle
T =coso’V, +sinc'V, (4.2.13)

seklinde olur.

Sonug¢ 4.2.3: ¢ (t,v) regle yiizeyinin o striksiyonu ile ilgili

4 2
COSo = 1—sin0(cos€£j —(coseﬂj ﬂ
do do ) |dt

4 2
Sino = —cose(coseij +sianose(£j dt*
do do dt

84

(4.2.14)




bagintilar1 vardir.
Ispat: (4.2.10) ve (4.2.12) ifadelerinden agiktir.

Teorem 4.2.5: d — equidistante regle ylizeylerinin parametreleri arasinda

*

2
% = \/(COSO'+ A —zk,)’ +( Ak +2' — Bk,) + (sin o+1zk, + B') (4.2.15)

bagintis1 vardir. Burada A ve B

. dt” . . .o\ dtt .
A= p—bsm@—((a—b)ajt((u p'—k,z)cos6+(—q —kzz)sme)@ siné,

* *

dt , , . dt
B=q—bcos€—((a—b)a+((l+ p'—k,z)cosd+(—q —kzz)smH)E cos 4.

Ispat: (4.2.7) ifadesinde

. dt” . , _odtt ) .
A= p—bsmH—((a—b)E+((l+ p'—k,z)cos 8+ (—q’'—k,z)sin 9)@}'” 0,

dt” , . .\ dt”
B :q—bcose—((a—b)a+((l+ p'—k,z)cosd+(—q —kzz)sma)@JcosH

alimrsa  y” =y + AV, +2V, + BV, seklinde olur. Buradan tiirev alinir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

?1?[/ % = ?j—i/+ AV, + AV, +2'V, + 2V, + B'V, + BV,

*

T % =T+AV, +A(kV, )+ 7'V, +2(—kV, +kV; )+ BV, + B(-k,V, ),

T*%:T +(A' =2k )V, +( Ak, + 7'~ Bk, )V, +(zk2 t B')V3

bulunur. Burada T nin yerine (4.2.12) den karsiligi yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

85



*

T*%ZCOSO'Vl-i-SinO'VS +( A —zk )V, +( Ak, +2' - Bk, )V, +(zk2 + B')VS,

T % =(coso + A'—zk )V, +( Ak, +2'— Bk, )V, +(5i“ o+1K, + B')Va (4.2.16)

elde edilir. Normu alinirsa

. » Y2
T*C;—tt :{(cosv+ A’—zk1)2+(Ak1+z'—Bk2)2+(sina+zk2+B') } :
Lt , , ’ ) ) \2 1/2
T e (coso + A’ —zk,)” + ( Ak, + 2’ — Bk,) +(sma+zk2+B) :
dt” , 2 , 2 . '\2
pre (coso + A'—zk,)" +( Ak, + 2’ — Bk,) +(sma+zk2+B)
elde edilir.

Sonuc 4.2.4: d — equidistante regle yiizeyler verilsin. T™ 1n Frenet vektorlerine bagl
ifadesi

T* :(COSO-+ A’_Zkl)%vl+(Ak1+z'_ Bkz)%vz +(Sin0'+ Zk2 + B')%W

(4.2.17)
seklinde olur. Burada A ve B
. dt” . . . o\dtt ) .
A= p—bsm@—((a—b)ajt((u p'—k,z)cos @ +(—q'—k,z)sin 6)@}"” 0,

B =q—bcos€—((a—b)%+((1+ p'—k,z)cos&+(—q'—k,z)sin H)%jcos@.

Ispat: (4.2.16) ifadesinden agiktir.
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Teorem 4.2.6: d — equidistante regle yiizeylerinin striksiyonlari sirasiyla o ve o

olsun. Bunlar arasinda

. [coso+sinc+A+B' —z(k —k,)) dt
sina +cosa dt™’
(4.2.18)

.. (sino—coso+B'—A+1z(k +k,)) dt
sincg = _ -
sina +cosa dt

bagintis1 vardir. Burada A ve B

. dt” . . oo dtT)
A= p—bsm@—[(a—b)a+((1+ p'—k,;z)cosd +(—q' —k,z)sin e)ﬁjsm 0,

B=q- bcose—[(a— b)o(ljit+ ((1+ p'—k,z)cos 6 +(—q'—k,z)sin H)j—t(g]cose.

Ispat: (4.2.13) ifadesinde (4.2.2) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
T"=(coso cosa —sino sina)V, +(coso sina +sino” cosa )V,
bulunur. Bu ifade (4.2.17) ifadesi ile karsilastirilirsa

. L dt
Coso cosa —sino sina =(coso + A'—zkl)ﬁ,

(A&+Z—B@)£;:Q (4.2.19)

* - - * - 12 dt
coso sina+sino’ cosa =(sino +zk, + B )F

olur. Birinci ve tigiincii esitlikten
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COSo COSar+C0So sina =(coso + A’—Zkl)%-i-(SinG-i-Zkz + B')%,

. : . dt
coso (cosa+sina)=(coso + A —zk +sino +zk, + B')F,

. (c030+sina+ A+ B’—z(kl—kz)] dt

coSa +Sin & dt”™’

. . . dt dt
sino” sina +sino” cosa =(sino + zk, + B) i —(coso + A’—zkl)F,

sino” (sinar+cose) = (sino-+ 24, + B/~ cos— A+ k) 2L

.. (sinc—coso+B' —A+1z(k +k,)) dt
San' = - *
Sing +CoS & dt

bulunur.

Sonug 4.2.5: d — equidistante regle yiizeylerin parametreleri arasinda

* 2
%=\/(COSG+ A'—zk1)2+(sina+ zk2+B') (4.2.20)

bagintis1 vardir. Burada A ve B

* *

. dt , , . dt | .
A=p-bsing- (a—b)a+((1+ p'—k,z)cos6+(—q —kzz)sme)@ siné,

* *

dt , , . dt
B=q-bcosd- (a—b)a+((1+ p'—k,z)cosd+(—q —kzz)smH)E cos 4.

Ispat: (4.2.19) ifadesinden (Ak, +2'- Bkz)% =0 olur. Buradan Ak, +z'-Bk, =0
bulunur. (4.2.15) den
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*

2

%:J(c030+ A -2k, )’ +(sina+ zk, + B')

elde edilir.

¢ (t,v) regle yiizeyi kapali olsun. (2.2.7) ifadesinden V', V, ve V, Frenet

vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim acilari, agilim uzunluklar1 ve dagilma
parametreleri sirasiyla

A= glodt’, 4. =0, 4. =kt (4.2.21)
() ()

L\/; - 95 dt”, Lv; - Lv; —0, (4.2.22)

_ ok 1 (4.2.23)
P.=0, P.=—2 —, P.==
" ) (k) Kk

seklinde olur.

Teorem 4.2.7: d —equidistante kapali regle yiizeylerin dayanak egrilerine ait Frenet
vektorleri tarafindan ¢izilen regle yiizeylerin agilim agilari arasinda

A, =cosal, +sinad, +a, A.=4, =0,
(4.2.24)
A, =—sinal, +cosal, +a,

bagntilar1 vardir. Burada a, ve a,

a = cﬁ (k,sina +k, cose)dt,

(((a—b)sin 0+p)V;+2V, +((a-b)cos 9+q)V3)

a, = SB (k,cosar —k, siner ) dt.

(((a—b)sin 0+p)V;+2V, +((a-b)cos g+q)v3)
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Ispat: A, m (4.2.21) ifadesinde k, yerine (4.2.3) deki karsih@i yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

Ay = Cﬁ (k,sina +k, cosa) dt

bulunur. r” yerine (4.2.8) deki ifadesi yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

A,- :gS(klsina+k2c05a)dt+ <J'> (k,sina +k, cosar) dt
() (((a=b)sin@+pV;+2V, +((a—b)cos o+q V5 )
olur. a = CI) (k,sina +k, coser)dt almir ve gerekli

(((a—b)sin O+pN;+2V, +((a—b)cosg+q)v3)

islemler yapilirsa 4. = Sﬁ(kl sina +k, cosa ) dt +a, seklinde bulunur. Buradan
(r)

A =sinadkdt+cosadk,dt+a, yaziir. (2.2.7) ifadesinden
(1 (1

A, =C0sak, +sinad, +a

bulunur. Benzer hesaplamalar /. ifadesi i¢in de yapilirsa
A= p it
()

Ay = (k,cosa —k,sin)dt,
()

A, =P (k cosa —k,sina)dt + q‘) (k,cosa —k,sina)dt
(r) (((a=b)sin@+pV;+2V,+((a—b)coso+q)Vy )
olur. a, = qS (k, cosa —k, sin v ) dt denilir ve gerekli

(((a—b)sin 0+p)V;+2V, +((a-b)cos 9+q)v3)
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diizenlemeler yapilirsa

A= <j>(k1c05a—kzsin a)dt+a, = A,. = cosmj) k,dt —sin a(j) k,dt +a,,
(r) (r) (r)

= ﬂv; =-sina4, +cosad, +a,

bulunur. (4.2.21) ve (2.2.7) ifadelerinden 4. =4, =0 olur,

Teorem 4.2.8: d — equidistante kapali regle yilizeylerin dayanak egrileri egilim ¢izgisi
alinirsa Frenet vektorleri tarafindan ¢izilen regle yiizeylerin agilim uzunluklar1 arasinda

Lvl,kkf:(klcosw—kzsinoc)L\,lJrkfb1 veya
vak; = (k,sina +k, cosa ) L, +kjb;, (4.2.25)

=L, =1y =1L, =0

*

bagntilari vardir. Burada b, = CJ.) dt .

(((a-b)sin6+p)V;+2V,+((a-b)coso+q)Vs)

Ispat: L, = (f) dt” ifadesinde r” in yerine (4.2.8) den karsilig1 yazilir ve gerekli
()

diizenlemeler yapilirsa

L= $dt’ =dt+ ¢ dt”
()

(((a-b)sin g+ p)Vy+2V,+((a—b)coso+q)Vy )

olur. Burada b, = SB dt” denilirse L. = <j.> dt” = q'>dt*+b2 elde
(r)

(((a-b)sin6+ p)V;+2V, +((a-b)cosO+q)Vs ) (r')

(k,cosa —k,sina)

edilir. (4.2.3) ifadesinden dt” = =
1

dt veya

(k;sina +k, cosa)
k,

(k,cosa —k,sina)

dt” = _
K,

dt yazilir. dt” =

dt alinirsa L. acilim
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—k,sina)
k;

k, cosa
uzunlugu L . = (JS( ! dt+b, olur. r egrisi egilim ¢izgisi alindiginda
(r)

(k,cosa —k, sina

LVf =

*

- ) Sf)dt +b, bulunur. Esitlik (4.2.22) ifadesi ile birlikte
1

(r)

(k,cosa —k,sina)

kl

diistinilirse L, . = L, +b, olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(k;sina +k, cosa)

— dt alinir ve
k2

Lk =(k cosa—k,sina)L, +kb bulunur. dt” =

benzer islemler yapilirsa L.k, = (k; sina +k, cosa) L, +k;b; elde edilir. (2.2.7) ve
(4.2.22) ifadelerinden L. =L, =L, . =L, =0 olur ve istenilen elde edilmis olunur.

Teorem 4.2.9: d — equidistante regle ylizeylerin dayanak egrilerine ait Frenet vektorleri
tarafindan cizilen regle ylizeylerin dagilma parametreleri arasinda

* P *

P.=R =0, P.=|R cosa+ 2k1 zsina di, P.= — a

v | v, 2 kZ +k? dt Vs R,k sina+cosa ) dt
(4.2.26)

bagintis1 vardir.
Ispat: P. i (4.2.23) ifadesinde k; ve k; egriliklerinin yerine (4.2.3) de ki ifadeleri

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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. dt
K (k,sina +k, COSa)dt*

A *\2 *\2 v, 2 2
(kl) +(k2) (k1c03a—k23ina)2(§tt*j +(klsina+k2c03a)2((;jtt*j

I
U
e
I

_ (k;sina+k,cosa)

=P.=
V2 dt
k?+k?)—
(k7 k) o,
k. sina+k,cosa) dt”
:R/*:(l 2 22 )_
: (k2 +K7) dt

=P.= Lsina+LCOSa di
(kK (K +K3 ) dt

=>P. =(F>VZ cosa+%sina]d—
k”+k, dt

elde edilir. PV; 1n (4.2.23) ifadesinde k, 1n yerine (4.2.3) bagintisindan karsilig1 yazilirsa

=(k,sina +k,cosa) (;jtt* olur. k, = Pi oldugundan
Vs

1
Rs

* = —=
dt R/* R’s

3

1 . 1
—=| k;sina+—cos«a
P R

Vy V3

a1 vagklsi”“”os“] dt

P *
=P.= s a
% | Rkssina+cosa ) dt

bulunur. (2.2.7) ve (4.2.23) ifadeleri dikkate alindiginda P. =R, =0 olur.
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@c (t,v) kapali regle yiizeyinin dayanak egrisine ait C birim Darboux vektOriiniin

cizdigi regle yiizeyin agilim agis1 ve agilim uzunlugu sirasiyla A. ve L. olsun. (2.1.7),
(2.2.6) ve (2.2.8) ifadelerinden agilim agis1 ve agilim uzunluklar1 arasinda

Ao =(D,C)=> Ao = (A,V; + A, V3, sin OV, +cosV, )

= A =4, sind+4, coso (4.2.27)
ve

L. =(V.C)= L, :<LV1V1,sin9\/l+cosW3>

= L =L, sind (4.2.28)

bagmtilar: vardir. C vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin drali P, ile gosterilirse (2.2.5)
ifadesinden

. do . déo
B det(r’,C,C') B det(vl,sm N, +c056?\/3,c056?av1 —sin Hdtvaj

c |C'2 =Frc

2

cosed—ev1 —sin Hd—9V3
dt dt

=P. =0 (4.2.29)

bulunur. Ayni iglemler ¢_. (t,v) kapali regle yiizeyi i¢in de yapilirsa C” birim Darboux

vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin agilim agisi, agilim uzunlugu ve drali sirasiyla

Ao = A siN 6 + A,; €OS g, (4.2.30)
L. =L, sin 9, (4.2.31)
P.=0

c (4.2.32)

seklinde bulunur.
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Teorem 4.2.10: d —equidistante kapali regle yiizeyler, r" dayanak egrisine ait birim
Darboux vektorii tarafindan ¢izilen regle yiizeyin a¢ilim agisi, agilim uzunlugu ve
dagilma parametresi sirasiyla

g =2c+a5, P.=P =0,

C

L.k =sin(0+a)(k cosa—k,sina)L, +kb veya (4.2.33)
L.k, =sin(0+a)(ksina +k,cosa) L, +kyb

bagntilariyla verilir. Burada a, ve b, degerleri

a, =a;sin(a+0)+a,cos(a+6), b= 45 dt”

(((a=b)sing+p)V;+2V, +((a—b)coso+q)Vs)

seklindedir.

Ispat: (4.2.30) ifadesinde (4.2.24) ve 6" =0 +a vyerine yazilir ve gerekli islemler
yapilirsa

A =sin(0+a)A,. +cos(0+a)A,.,

1 3

Ao =sin(9+a)(cosw1vl +sinad, +a1)+cos(0+a)(—sin ol +CoSad, +a2),

A-=(sin@cosa +sinacosd)(cosad, +sinak, +a)

+(cos@cosa —sinBsin o ) (—sin aA, +cosady, +3, ),

A =singdcosa cosat, —sindcosasinad, +sinfcosaa,
+sina cos@cosad, +sinacosdsinad, +sinacosba,
—Cosdcosasinad, +cosfcosacosat, +cosgcosaa,

+sindsinasinaA, —sin@sin ¢ cosal, —sin@sin ¢a,,
1 3 2

i 2 s 2 2 : )
A=8Infdcos” ah, +cosdsin® al, +cosdcos” ad, +sindsin®ad,

+sin@cosaa, +sina cosfa, +cosdcosaa, —sindsinaa,,
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A =SiNOA, +COSOA, +a,sindcosa +a,sinacosd+a,cosdcosa —a,sindsina,

A =SiNOA, +C0sOA, +a,(sin@cosa +sinacosd)+a, (cosdcosa —sinfsina),
Ao =SiNOA, +C0sOA, +a,sin(a+6)+a,cos(a+0)
olur. Burada a, =a, sin(a +60)+a, cos(a +6) almr ve (4.2.27) ifadesinden

Ao =Ac 3y

elde edilir. Benzer sekilde (4.2.31) ifadesinde (4.2.25) ve 8 =60+« yerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa

L.k =sin(6+a)(k cosa—k,sina)L, +kb
veya

L.k, =sin(0+a)(ksina+k,cosa) L, +ksb

seklinde bulunur. (4.2.29) ve (4.2.32) ifadelerinden P.. =P, =0 olur.

Teorem 4.2.11: d — equidistante regle yilizeylerinin dayanak egrisinin Frenet ¢atilarina
bagl hareket eden birim vektorler X =XV, +X,V, + XV, ve X =XV, + XV, + XV,
olsun. Bu durumda X~ vektorii

X" =((x—p)cosa+(x,—q)sina )V, +(x, —2)V, +(—(x — p)sina+(x, —q)cosa )V, .
(4.2.34)
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Ispat:

I/ Vl 3

Sekil 4.2.5 x. X~ vektorii

(4.2.4) ifadesi ve Sekil 4.2.5 den X~ vektorii
X'=X =y = X =%V, + %V, + XV, —(pV, + 2V, + qV,)
= X =(% =PIV, +(X, —2)V, + (%, —q)V,
seklinde yazilir. (4.2.2) bagintisi burada yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
X" =(x—p)(cosaV, —sinaV, ) +(x, — )V, + (X, —q)(sinaV, +cosaVs ),
X" =((%— p)cosa+(x,—q)sina )V, +(x, —2)V, +(=(x,— p)sina+(x,—q)cosa )V,

elde edilir.
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Teorem 4.2.12: ¢, (t,v) kapali regle yiizeyinin dayanak egrilerinin Frenet ¢atisina

bagli hareket eden X vektoriiniin ¢izdigi regle yiizeyin agilim agis1, agilim uzunlugu ve
drali

(4.2.35)

bagintisiyla verilir.

Ispat: (2.2.6) ve (2.2.8) ifadelerinden A, = XA, +XA,, Ve L, =xl, yazlr. (2.2.5)

ifadesinden P, drali hesaplanirsa

X =XV, + XV, + XV, = X' = X1V1’ + X2V2' + X3V3'
= X'= XKV, + X, (—kV, +K V5 )+ % (=K, )
= X' ==%k\V, + (XK = XK, )V, + XK, V3,

X’ 2 = (—xzkl)2 +(xk, - x3k2)2 +( %k, ) = X’ 2 = X2k2 + x2k2 + x2k2 — 2%,k XK, + X2k 2

= | X’

% (x§ + xf)+ k? (xz2 + x§)—2x1x3klk2
olur. Bu degerler dral taniminda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

_det(r', X, X") b det (V,, XV, +X,V, +X,V3, =X,KV, + (XK, = XK, )V, + XK.V, )
||X, 2 X

X

K7 (3G +7 ) k3 (3 +X3 ) — 2%, XKk,

X22k2 _ X3X1k1 t X:?kz
:>P><=k2 2 2) 1 k2 (x2 2\_»o k k
1(X2+X1)+ 2(X2+X3) X X3KK,

elde edilir.
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Teorem 4.2.13: d —equidistante kapali regle yiizey olsun. ¢_.(t,v) yiizeyine ait

dayanak egrisinin Frenet ¢atisina bagli hareket eden X vektoriiniin ¢izdigi regle
yiizeyin agilim agis1

Ao =(X = p)A, +(X,—q) A, +(x — p)(a,cosa—a,sina)

(4.2.36)
+(x;—0)(a,sina—a,cosa)

bagimtisiyla verilir. Burada a, ve a, esitlikleri

a, = cj} (k,sina +k, coser)dt,

(((a=b)sin0+p)V; +2V, +((a-b)cosd+q)Vy )

a, = 4) (k,cosa —k, sin)dt.
(((a-b)sin0+p)V; +2V,+((a-b)cose+a)Vs )

Ispat: (2.2.6) ifadesinde (2.2.8) ve (4.2.34) yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

Ay =((x = p)eosa+(x—q)sina) 4. +(~(x ~p)sina+(x—q)cosa) 4.

3

olur. Burada (4.2.24) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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A =((%—p)cosa+(x,—q)sin a)(coswvl +sinai, +a1)

+(=(x — p)sina +(x, —q)cosa)(-sinad, +cosa, +a,),

=(x — p)cos’ al, +(x - p)coswsmaﬂv +(x — p)cosaa,
(% —q)sinacosat, +(x,—q)sin®ad, +(x —q)sinaa,
(% - p)sin®*ad, —(x — p)sinacosat, —(x - p)sinaa,
~(x%-q) )

X, —q)cosasinal, +(x —q)cos’ ad, —(X;—q)cosaa,,

+

+

Ay =(% = P)A, +(%—0) A, +(x —p)(acosa—a,sina)
+(x;—q)(a,sina—a,cosa).

Teorem 4.2.14: d —equidistante kapali regle ylizey olsun. ¢_. (t,v) yiizeyine ait

dayanak egrisinin Frenet ¢atisina bagli hareket eden X~ vektoriiniin ¢izdigi regle
yiizeyin ag¢ilim uzunlugu

L -k =((x,—p)cosa+(x,—q)sina)(k cosa —k,sina)L, +k/b,

X

veya (4.2.37)
L-k; = ((%, — p)cosa +(x,—q)sine) (k,sina +k,cosa) L, +k;b,

*

bagntisiyla verilir. Burada b, = Cf) dt .

(((a—b)sin O+p)V;+2V, +((a—b)cosg+q)v3)

Ispat: (2.2.6) ifadesinde (2.2.8) ve (4.2.34) yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

L =((x—p)cosa+(x,~q)sina)L,.

bulunur. Burada L. yerine (4.2.25) deki degeri yazilirsa

L.-k; =((x,— p)cosa+(x,—q)sina)(k,cosa —k,sina)L, +k/b,

veya
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L.k, =((x — p)cosa+(x,—q)sina)(k sina +k,cosa)L, +k;b,

X

elde edilir.

Teorem 4.2.15: d —equidistante regle yiizey olsun. ¢_.(t,v) yiizeyine ait dayanak
egrisinin Frenet ¢atisina bagli hareket eden X~ vektdriiniin ¢izdigi regle yiizeyin

dagilma parametresi

p_ Co(Xa=2)=B, (Z(x = p)sina+(x-a)cosa) (4.2.39)
Ay +B; +C;

bagmtisiyla verilir. Burada A,, B, ve C,

A, :sina(—(xl—p)—q'+k (X, —z);jtt j+005a£( q)—p’—kl(xz—z)%j,

, dt dt
Bd =1z +(X1_ p)kl_*_(x3_q)k2_*’
dt dt

. dt , dt
C, :slna(—(xs—q) p'+k, (X, —z)dt j+c03a( (x,—p)-q +k2(x2—z)ﬁj-

Ispat: (4.2.34) ifadesinin tiirevi alinir ve k; ve k, 1 yerine (4.2.3) de ki karsiliklart

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

’

(X7) =((x,— p)cosa+(x, _q)Sina)lvl*-i_((Xl_ p)cosa +(x, ~q)sina)(Vy)
+(X2_Z)'V2*+(X2_Z)(V2*)'

+(=(% = p)sina+(x —q)COSa)'V; +(=(x,— p)sina +(x —q)COSa)(V;),,

!

[ COSa ((X —q)sma) }V +|: (%~ )005a+(x3—q)sina](kN2*)
(6= 2) V; (%, —2) (kW oV, )
RE

)sina) +((x, - q)COSa)'}VS* +[=(x - p)sina+(x; —q)cosa |(-kV, ),
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!

(X7) =[-p'cosa—(x - p)sina—q'sina+(x,—q)cosa —(x,— z)k; |V,
+[(x1 —p)cosak; +(x,—q)sinak; +(x - p)sinak, —(x, —q)cosak, —z']v;

+[ p'sina—(x - p)cosa—q'cosa—(x, —q)sina+(x, —2)k; |V,

!

(X7) :[(—(xl— p)—q')sina +((x,

— p')cosar—(x, —2)k; |V,
+[((% — p)cosa+(x—q )sma)k +[(x = p)sina—(x,—q)cosa Jk; —2' |V,
q

*

+[(—(X3—Q) D)SIHOH(( -p)- ')COSa+(x2—z)k2}V3,

(X*) = sina(—(xi—p)—q#kz(xz— );ttj+cosa(( —q)-p' =k (x, - )c(ijTtﬂvl

", dt dt | .
+|z +(x1—p)klﬁ—(x3—q)kzﬁ}v2

i / dt : dt |, -
+ S|na[—(x3—q)+ p +kl(x2—z)Fj+003a[—(xl— p)—q +k2(x2—z)Fﬂv3

seklinde bulunur. Yazma kolayligindan
: : dt , dt
A, =sma(—(x1— P)—q'+k, (X, —z)dt ]+cosa(( -q)-p _kl(XZ_Z)Fj’

, dt dt
Bd =1z +(X1_ p)klﬁ_(xs_q)kzﬁ’

. dt , dt
C, :S|na(—(x3—q) p'+k (X, _Z)dt j+c05a[ (x,—p)-q +k2(x2—z)Fj

2

alinirsa (x*)':Ahvl*+de2*+cdv; ve ‘ = A2+ B?+C? olur. Bulunan bu

(x)

ifadeler (2.2.5) de yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa P, . drali
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_p G (%, —2) =By (=(x—p)sina+(x,—q)cosa)
X A +B +C;

seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.16: d - equidistante kapali regle yiizey olsun. X vektorii oskiilator
diizleminde ise X ve X vektorleri ve ¢izdigi regle yiizeylerin a¢ilim agilari, agilim
uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

2
k2x2
2 2 2 2,2
K7 (%7 + %2 )+ kix;

X=xV,+xV,, A =x4,, Ly=xL,, P =

X" =((x—p)cosa—gsina)V, +(x, - 2)V, +(—(x - p)sina —qcosa )V,
A= (X% —p)A, —94, +(%—p)(a cosa—a,sina)-q(asina—a,cosa),
L.k, =((x - p)cosa—gsina)(k cosa—k,sina)L, +kb, veya

L,-k; =((x — p)cosa—gsina)(k,sina +k, cosa ) L, +k3by,

o Cy (x,—2)— B, (~(x,— p)sina—qcosa)
Xt 2. B2+C2
A +Bi+C (4.2.39)

Burada;
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a = gS (k,sina +k, cosa ) dt,

(((a—b)sing+p)V; +2V, +((a-b)cos6+q)Vs )

*

a, = cﬁ (k,cosa —k,sina)dt, b, = 45 dt’,

(((a-b)sino+ p)V1+zV2+((a—b)cos€+q)v3) (((a=b)sin 0+ p)V; +2V,+((a-b)cosd+q)V; )
: : dt , dt
A =sinal —(x—p)-aq'+k, (% _Z)F +cosa| —q—p'—k (X, _Z)F ,

, dt dt
B, =2'+(x — p)le+qk2F,

G, =Sina[Q+ p’+k1(xz—2)%J+COSa(—(xl— p)—Q’+k2(X2—z)%j.

Ispat: X oskiilator diizleminde oldugundan ve (4.2.34), (4.2.35), (4.2.36), (4.2.37),
(4.2.38) bagintilarindan istenilen bulunur.

Teorem 4.2.17: d—equidistante kapali regle yiizey olsun. X vektori normal

diizleminde ise X ve X vektorleri ve ¢izdigi regle yiizeylerin agilim agilari, agilim
uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

X V vV, A A, L=0, P kZ(X22+X32)
=X + X , =X , =0V, = ,
2rz RIS T TR X X k12x22+k22(x22+x§)

X" =(-pcosa+(x,—q)sina)V, +(x, —2)V, +(psina +(x,—q)cosa )V,
Ay ==PA, +(%—q) A4, —p(acosa—a,sina)+(x,—q)(asina—a,cosa),
L.k =(—pcosa+(x,—q)sina)(k cosa —k,sina)L, +k'b, veya

L.k; =(-pcosa+(x,—q)sina)(ksina +k,cosa) L, +ksb,

o _ Cy (X, —2)—By(psina +(x,—q)cosa)
X A2 +BZ+C? ’

(4.2.40)
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a, = qS (k sina +k, cosa)dt,

(((a=b)sin g+ )V, +2V, +((a-b)cos6+q)V; )

a, = c_ﬁ (k,cosa—k,sina)dt, b = SB dt”,

(((a=b)sing-+p)Vy-+2V, +((a-b)coso+q V5 ) (((a=b)sin O+ p)v-+2V, +((a—b)cos+q)V3 )
A, :sino{ p—q'+k,(x, - z)%)+cosa((x3 —q)-p' -k (x,— z)(;jth

dt

St
B,=2'— ple—(xs—q)kzﬁ,

C, =sino{—(x3—q)Jr p'+k (X, _z):tt*j+cosa(p—qr+k2(xz —Z);tt*j.

Ispat: X normal diizleminde oldugundan ve (4.2.34), (4.2.35), (4.2.36), (4.2.37),
(4.2.38) bagintilarindan istenilen bulunur.

Teorem 4.2.18: d —equidistante kapali regle yilizey olsun. X vektorii rektifyan

diizleminde ise X ve X vektorleri ve ¢izdigi regle yiizeylerin agilim agilari, agilim
uzunluklar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla

— k2X§ — X1X3k1

X=XV, +XV;, Ay :Xl/lv1 +X3/1vg' Ly :X:LLV17 Py 2!
(klxi_kzxz)

*

X" =((%—p)cosa+(x,—q)sina )V, —zV, +(—(x — p)sina +(x, —q)cosa )V,

A =(x=P) A, +(X—9) A, +(x - p)(a cosa—a,sina)+(x—q)(asina—-a,cosa),
L.k, =((x —p)cosa+(x,—q)sina)(k cosa—k,sina)L, +kb, veya

L,.k; =((x — p)cosa +(x,—q)sina)(k sina +k,cosa) L, +kb,,

_ —Cyz-B,(=(x—p)sina+(x—q)cosa)

. 4.2.41
X N B +C] (4240

Burada;
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a, = ¢ (k sina +k, cosa ) dt,

(((a=b)sin 6+ p)Vy +2V,+((a-b)cos o+ V)

a, = cﬁ (k,cosa —k,sina)dt, b, = (j) dt’,

(((a=b)sin 6+ p)Vy +2V,+((a-b)coso+q V) (((a=b)sin 0+ p)V; +2V,+((a-b)cos6-+q)Vs)
A, =sin o{—(x1 -p)—q'—k,z d—EJ+COSa((X3 —-q)-p'+kz d—t,,)
dt dt
, dt dt
By =2'+(x - p)klw_(XS -q)k, PTk

C, =Sina£—(X3—q)+ p'—klz%]+003a(—(xl— p)—q'+kzz%j.

Ispat: X rektifyan diizleminde oldugundan ve (4.2.34), (4.2.35), (4.2.36), (4.2.37),
(4.2.38) bagintilarindan istenilen bulunur.
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4.3 p, z, q ve d—Equidistante Regle Yiizeylerinin Weingarten Doniisiimiiniin
Matrisi, Gauss (Total) ve Ortalama Egriligi

Bu bolimde p, z, g ve d - equidistante regle yiizeylerin weingarten doniisiimiiniin
matrisleri ve herhangi bir P noktasinda Gauss (Total) ve ortalama egrilikleri
hesaplanmastir.

Teorem 4.3.1: p—equidistante regle yiizeylerin weingarten doniisiimiiniin matrisi ve
yiizeyin herhangi bir P noktasinda Gauss (Total) ve ortalama egriligi arasinda

dt \’
k2k
s, =| (L+vk?)” s o at ¢
! Y (1+ka( *j ] ’
0 0 dt
— 0_
K, (P)=0, K, (P)=0, (4.3.1)
dt \’
vk 2k
V2k2k 1 Z(dt*j
HV1(|3)2(1+\/21k22)/2 H,-(P)= o
! [1+v2kf(dt*j }

bagintilar1 mevcuttur.
Ispat: @, (t,v)=r(t)+Wi(t), @, (tv)=r (t)+vV, (t) yizeylerinin t ve v ye

gore tlirevleri alinirsa
o, (LV), =V, +VKY,, @, (L), =V,

o, (LV), = (—ka )V1 +(V+VK )V, +(VkK, )V,

olur ve
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det(gp\,1 (tv).a, (tLv),.9, (t,v)v) = -vklk,,

det(gq, (t.v), ., (tV), @, (tV),) =0,

det(q, (t.V),, @, (LV),. @, (tV),)=0

bulunur. Bulunan bu degerler (2.2.1) ifadesinde yerine yazilirsa weingarten

dontistimiine karsilik gelen matris,

vklk, 9
e
S, =| (1+vk})
0 0

olur. (2.2.2) bagintisindan Gauss ve ortalama egrilik

v2k2k
K, (P)=0, H, (P)=——n'2
v (P) w(P) (o)

seklinde bulunur. Benzer yontemle ¢,. (t,v) regle yiizeyinin weingarten doniisimiiniin

matrisi

v (k) K;

seklinde bulunur. Burada k, ve k, vyerine (3.1.3) ifadeleri yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa matris
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3
vk’K, (:tj
t 0

S. = 2\¥2
Vi [1+vk12 (dt) }
dt

0 0

olur. (2.2.2) bagintisindan Gauss ve ortalama egrilik

bulunur.

Ornek 4.3.1: g, (t, )=(Tsmt\/_cost \/_] [\}_cost jzsint,%j ve

@, (tv)= (12\/§+\/_smt\/_cost \/_j (\}_cost \/_smt\/_j

regle yiizeyleri p—equidistante regle yiizeyleridir (Sekil 4.3.1). Ornek 4.1.1 de ki
yontem izlenerek gosterilebilir.
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@, (t.v)
Py (t.v)

Sekil 4.3.1 p-equidistante regle yiizeyler

Teorem 4.3.2: z—equidistante regle yiizeylerin weingarten doniisiimiiniin matrisi ve
yiizeyin herhangi bir P noktasinda Gauss (Total) ve ortalama egriligi arasinda

0 -
Y L A T (I
(K )Zj-(Vk )2 0 ((1_Vk1) +(Vk2))
. dt
. —(kls|n¢5+k2003(/5)F

V2

0 1:|
(1—v(klcos¢—kzsin¢)$J +(v(klsin¢+kzcos¢);tt*j L °

_((kl.sin¢+ k,.cos¢) dt*j
sz* (P) = a

Il
o

2 Hvz*(P)

((1_v(k1 cosg—k,sing) ;tt*j +(V(k15in¢+ k, cosg) jtt*j J

(4.3.2)
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bagintilar1 mevcuttur.
Ispat: @, (t,v)=r(t)+W,(t), ?, (t,v)=r"(t)+w, (t) yizeylerinin t ve v ye

gore tiirevleri alinirsa
A, (t'v)t = (1= vk )V + VKV, A, (tv), =V,
(DVZ (t'v)tt = (kl _V(klz + kzz))vza

¢Vz (t’v)tv = (0\/2 (t’v)vt - _klvl + k2V3’ (ovz (t’V)VV =0,

H(/’Vz (t’v)tH:((l_Vkl)z+(Vk2)2)]/21 H(ovz (tv),|[=1

olur ve

det(g, (t.V), @, (1Y), (L.V),) =0,

det(g, (tv), @, (LV), @, (LV),) =k,

0

det((pvz (tv), &, (Lv),.a, (LV)V)

bulunur. Bulunan bu degerler (2.2.1) ifadesinde yerine yazilirsa weingarten

dontisiimiine karsilik gelen matris,

kK,
(1- vkl)2 +(Vk, )2

0

(1-vk, )" +(vk,)’
olur. (2.2.2) bagitisindan Gauss ve ortalama egrilik

_k2
KVZ(P): 2 20 HVZ(P)ZO

((2=vie)? + (vi,)’)
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seklinde bulunur. Benzer yontemle ¢, . (t, V) regle ylizeyinin weingarten doniisiimiiniin

matrisi
I 0 —k; 1
*\2 *\2
. _ (1=vky )" +(vk;)
v, —k; 0
_(1—vk1*)2 + (vk;k)2 |

seklinde bulunur. Burada k; ve k, yerine (3.2.3) ifadeleri yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa matris

: dt
—(k;sing+k, COS¢)dt* {O 1}
(1‘V(klcos¢—k25in¢)$) ( (k;sin g +k, cos¢) dt) 10

v

olur. (2.2.2) bagintisindan Gauss ve ortalama egrilik

dt )2
dt”

((1—v(kl cosg—k,sin ¢)ddttj +(v(klsin¢+ k, COS¢)

—((kl.sin ¢+k,.cos¢)
Kv* (P) =

2

. H,.(P)=0

dt V2
dt*jj

Ornek 4.3.2: ¢, (t,v)=(—icost ~ L int LjJrv(cost,sint,O) ve

Z 7R

bulunur.

@, (Lv)= [10\/_+\/—C08t \/—Slnt \/_] v(—cost,—sint,0)

regle yiizeyleri z—equidistante regle yiizeyleridir (Sekil 4.3.2). Bdyle Ornek 4.1.1 de ki
yontem izlenerek gosterilebilir.
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Sekil 4.3.2 z—equidistante regle ylizeyler

Teorem 4.3.3: q- equidistante regle yiizeylerin weingarten doniisiimiiniin matrisi ve
yiizeyin herhangi bir P noktasinda Gauss (Total) ve ortalama egriligi arasinda

k1(1+v2k22) K
s - (1+v2k22)3/2 (1+vK7)
v, = '
__ Kk 0
I (1+v2k22) |
K2 k, (1+v?K3 )
K, (P)=—2 = ,
 (P) (1+v2k,§)2 . (1+v2k22)3/2

113



S, = ,
" dt
k,Ccos¢g—
1+v2(k cos ¢ t jz
? dt”
2
kzcos¢:tt*
KV;(P):_ dt 2
1+Vv?| k, cOS¢p—
v (omsgt ]

3
(k,-1) *+(k1—1)k§vzcos¢(dt*j
H _ d dt
: dt V)
1+Vv?| k, CcOSh—
[+ (1icos9 j]

bagintilar1 mevcuttur.

(4.3.3)

ispat: @, (LV) =1 (1) + WV, (1), R (t,v)=r"(t)+VV; (t) yiizeylerinin t ve v ye

gore tiirevleri alinirsa
o, (LV), =V, —VkV,, @, (t.v), =Vs,
@, (tV), = (Vikk, )V, + (k1 —vk,’ )V2 n (—vkz2 )V3,
@, (LV), =@, (LV), ==KV, @, (LV),, =0,

=1

J, (t)] = (132, (L),

olur ve
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det((& (t.v), oy (t,v), 9 (t,v)v) =k (1+v2k22),
det(g, (V) ., (V) 2, (LV), ) =Ks,

det(g, (t.V),, @, (LV),. 8, (t.V),) =0

bulunur. Bulunan bu degerler (2.2.1) ifadesinde yerine yazilirsa weingarten
dontistimiine karsilik gelen matris,

K, (1+V°K;) Kk
1+V2k2)3/2 (1+V2k22)
Sy, = ( ’
kK 0
I (1+v2k22) |

olur. (2.2.2) bagintisindan Gauss ve ortalama egrilik

K2 k, (1+vk?
KV3(P):(1+V—22|<2)2’ Hvﬁ’)ﬁ
2 2

seklinde bulunur. Benzer yontemle ¢, . (t, V) regle ylizeyinin weingarten doniigiimiiniin

matrisi

_kf(1+v2(k;)2) o

_ 2

* 3/2 *
S, = (“"Z(kz)z) (“\'Z(kz)z)
k*
T 0
(v (k)]

seklinde bulunur. Burada k; ve k, yerine (4.1.3) ifadeleri yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa matris
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I dt dt \° dt |
k,—1)— +(k, —1)k*v? cos | — ac
(o) g+l Dveosg ] cosg &

2 3/2 2
dt
(1+v2(k2 cos¢§tt*j ] (1+v2(k2 cos¢dt*j J
dt
k, cos -
) 2 ¢dt )
dt \?
1+Vv?| k, cOS¢p—
(+ k. ¢dtj]

seklinde elde edilir ve Gauss ve ortalama egrilikleri (2.2.2) ifadesinden

K,; (P)

bulunur.

k, cos ¢

dt
dt”

dt )
1+V?| Kk —
(-FV ( zcos¢dtj]

Teorem 4.3.4: d - equidistante regle yiizeylerin weingarten doniisiimiiniin matrisi ve
yiizeyin herhangi bir P noktasinda Gauss (Total) ve ortalama egriligi arasinda

(kl + klvcosed—e— k,vsin edej(sin 0 —cos@+Vvcos’ ed—0+vsin HcosedeJ
dt dt dt dt

K, + klvcosed—e— k,vsing——
dt dt

0

+2vcos€d—

5 32
1+Vv2 [dej 4
dt dt

0

de](sin 0 —cos 6 + v cos® 0(3f+vsin Hcose(ilf)

32

2
1+ V2 (d@j + 2VC089%
dt dt
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d (9+ a) . dt
dt dt” 0

) 32
Sc = [HVZ(Wj +2VCOS(0+a)d(9+a)J

dt”

AB

*

0 0

d(9+a) dt

AB .
H (p): dt dt

(1+v2 (d (i;“)jz +2vcos(0+a)® (HW)TZ

*

dt”

bagintis1 mevcuttur. Burada

A= ((k1 cosa —k,sina)(1+vcos(6+a)) - (ksina +k, cosw)vsin(6?+a)),

B :(sin(9+a)—cos(9+a)+(vcos(9+a)+vsin(0+a))cos(¢9+a)-

(4.3.4)

Ispat: o (t,v)=r(t)+vC(t), . (t,v)=r(t)+vC (t) yiizeylerinin t ve v ye

gore tlirevleri alinirsa
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o (tv), = (1+vcos€?j—fjvl +(—vsin ei—fjvs,

. do d*o dé . do
o (t,V), =(—vsm 0E+vcoseﬁjvl+(kl+k1vcosea—k2vsm HEJVZ

2
+ —vcos@d—e—vsin ed—f Vs,
dt dt

o (tV), = (t.v), = cose(:j—fvl —sin ez—fvg,,

o (t,V), =sinV, +coseV,, o (t,v), =0,

12

2
H(f’c(t"’)tH:[lﬂz(z—f) +2vcos€%—f] : H(pc(t,v)V

olur ve

=1

k, + klvcosecjj—e sin@ —cosé

t
det(% (V) e (L), (t’V)V): déo +vcoszed—0+vsin ecosed—e '
—k,vsin Ha dt dt

det (g (tv), 0c (V). 0 (tV),) =0,
det (g, (t,V),, @ (t.V),, 0 (t.V),) =0

bulunur. Bulunan bu degerler (2.2.1) ifadesinde yerine yazilirsa weingarten
dontisiimiine karsilik gelen matris,

(kl + klvcosed—'g— k,vsin Hdej(sin 0—cos0+vcos? 092 +vsin Hcosedej
dt dt dt dt 0
B ) 32
Se = 1+v2(dej +2vcos€d—0
dt dt
I 0 0

olur. (2.2.2) bagitisindan Gauss ve ortalama egrilik
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(kl + klvcosﬁd—e— k,vsin Hdej(sin & —cos @ + v cos’ Hd—9+vsin Gcosﬁdej
dt dt dt dt

doy do)
l+v2(j +2vCcosd—
dt dt

seklinde bulunur. Benzer yontemle ¢_. (t,v) regle yiizeyinin weingarten doniisimiiniin

matrisi
k, + kfvcose*d—e*— k,vsing” da* sin@” —cos@ +vcos’ @ dg* +vsing cosd” de*
dt dt dt dt
S N2 N 3/2 0
¢ 142 99] L ovcosor 92
dt dt
L 0 O_

seklinde bulunur. Burada 6" =60+« ve k;, k, yerine (4.2.3) ifadeleri yazilir, gerekli

diizenlemeler yapilir ve

A= ((k1 cosa —k,sina)(1+vcos(6+a)) - (ksina +k, cosw)vsin(«9+a)),

B :(sin(9+a)—cos(0+a)+(vcos(t9+a)+vsin(¢9+a))cos(<9+a)-Wj

alinirsa matris

apd(0ta) dt
dt dt 0
= d(6+a)) d(6+a))
S =| 142 d4(0+a) ta) +2vcos(0+a)7( i ’
dt dt

seklinde olup Gauss ve ortalama egrilikleri (2.2.2) ifadesinden
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A'Bd(i:;a)';tt*
Hc*(P)= 5 32
(1+v2 (d(:%)j +2vcos(f+a) d (i:a)

elde edilir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada dayanak egrisi olarak binormal ve birim Darboux vekorleri kullanilarak
equidistante (es uzaklikli) regle yiizeyler iiretilip regle yiizeylerle ilgili karakteristik
Ozellikler incelenip bazi integral invaryantlari hesaplanidi. Daha sonra teget, asli
normal, binormal ve birim Darboux vektorlerinin iirettigi equidistante regle yilizeylerin
ayr1 ayrt weingarden doniisiimiiniin matrisleri, Gauss (total) ve ortalama egrilikleri
hesaplandi. Calismadaki Sekil 4.1.2, Sekil 4.1.3, Sekil 4.1.4, Sekil 4.1.5, Sekil 4.1.6,
Sekil 4.1.7, Sekil 4.2.4, Sekil 4.3.1 ve Sekil 4.3.2 Maple 17 yazilim1 yardimiyla ¢izildi.
E® de yapmis oldugum bu calismadan yola ¢ikarak burada yapilan islemler E" de
yapilabilir. Ayrica yapilan bu islemler Dual ve Lorentz uzayinda incelenebilir.
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